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Un matema`tic que no te´ una mica de poeta
no e´s certament un aute`ntic matema`tic.1
L’objectiu final que cal tenir sempre al cap e´s
arribar a comprendre correctament els fona-
ments de la cie`ncia; pero`, per assolir qualse-
vol progre´s en cie`ncia, e´s imprescindible estu-
diar-ne problemes concrets.2
L’u´nica cosa que hi ha so´n les se`ries de po-
te`ncies.3
Karl Weierstrass
Justificacio´
M’ha semblat que fo´ra bo —en aquesta llic¸o´ inaugural del curs 2015-2016
de la Facultat de Matema`tiques de la Universitat de Barcelona (UB)—4
oferir una presentacio´, alhora histo`rica i metodolo`gica, de com intervin-
gueren les aportacions de Weierstrass en la consolidacio´ dels conceptes i
resultats que els estudiants d’un grau reglat de matema`tiques troben en els
cursos d’ana`lisi real [i complexa].
Em fixare´ en una desena d’ı´tems —vuit d’ana`lisi real i dos d’ana`lisi
complexa—.5 So´n: 1) el teorema de Bolzano-Weierstrass; 2) el teorema del
1. «Es ist wahr, einMathematiker, der nicht etwas Poet ist, wird nimmer ein vollkommener
Mathematiker sein». Vegeu la carta a Sofia Kowalewskaia del 27 d’agost de 1883, citada a
[Mitt02, p. 149, o be´ l’article de 1923, p. 191].
2. Citat a [Dura03, p. 105].
3. Citat a [Bell37, edicio´ castellana, p. 458], on llegim textualment: «Weierstrass solia ex-
clamar: “L’u´nica cosa que hi ha so´n les se`ries de pote`ncies”».
4. Una sı´ntesi del text la vaig exposar a la FME de la UPC dins l’Any KarlWeierstrass (25-
03-2015) juntament amb la delicada exposicio´ descriptiva de la Maria Rosa Massa i Esteve
sobre la vida i l’obra de Weierstrass, i l’excel·lent exposicio´ acade`mica sobre la funcio´ ℘
de Weierstrass de Jordi Gua`rdia i Ru´bies. Vegeu http://upcommons.upc.edu/video/handle/
2099.2/3826.
5. M’ha semblat idoni introduir aquestes dues qu¨estions perque`, a grans trets, l’obra de
Weierstrass es pot considerar doble: la que fa refere`ncia a la fonamentacio´ de l’ana`lisi—de la
qual mai no va publicar res— pero` que constitueix el nucli de la memo`ria, i la que publica`
en les revistes cientı´fiques de l’e`poca—recopilades, sense tenir en compte les cartes, en cinc
9
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Karl Weierstrass6
valor mitja`; 3) el teorema de Weierstrass; 4) el teorema de Heine-Borel;7
5) i 6) la converge`ncia uniforme i el criteri M de Weierstrass; 7) l’exis-
te`ncia de funcions contı´nues arreu i no derivables enlloc; 8) el teorema de
Weierstrass d’aproximacio´ de funcions usant polinomis i la generalitzacio´
de Stone;8 9) els teoremes de Casorati-Weierstrass i de Picard, i 10) una
presentacio´ de la funcio´ ℘ de Weierstrass.9
Pero` abans d’endinsar-me en el tema vull agrair a l’equip deganal i,
en particular, a la degana Carme Cascante, que enguany m’hagi distingit
deixant-me llegir aquesta llic¸o´ inaugural, probablement la darrera que fare´
a la Facultat. I ho faig molt sincerament. Em permet de retrobar-me, un
cop me´s, amb els col·legues, companys i amics i tambe´ amb els alumnes dels
quals estic cada cop me´s allunyat. Alhora, m’ha perme`s reaprendre nocions i
teoremes oblidats i, sincerament, he apre`s moltı´ssim i he gaudit d’allo` me´s.
Per tot aixo`, la presentacio´ que fare´ vol ser un dia`leg entre mestre i
deixeble i remetre´ als teoremes me´s notables dels textos amb que` jo els
.volums— que tracten d’una manera molt important d’ana`lisi complexa i de funcions
el·lı´ptiques.
6. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass. Ostenfeld (Westfa`lia, Pru´ssia), 31 d’octubre de
1815 –Berlı´n (Brandburg, Pru´ssia), 19 de febrer de 1897.
Usare´ Weierstrass en lloc de Weierstraß, d’acord amb l’Enciclope`dia catalana. Vegeu
http://www.enciclopedia.cat/EC-GEC-0071947.xml.
7. Els quatre ı´tems es veuen el primer curs: els ı´tems 1 i 2, el primer quadrimestre, i el 3 i
el 4, el segon.
8. So´n temes de segon curs, segon semestre.
9. So´n dos resultats que no s’acostumen a veure en el curs reglat d’ana`lisi complexa.
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vaig estudiar —i, en algunes ocasions, aprendre—10 i a aquells en els quals
els estudien i, de ben segur, els aprenen avui en dia els estudiants de les
facultats de matema`tiques.
Introduccio´
Niels Henrik Abel11
En comenc¸ar el segle xix, elsmatema`tics tenien plan-
tejats alguns problemes que caldria resoldre en el
decurs del segle, si volien disposar d’una matema`tica
basada en el nombre real, els conceptes de funcio´ i
de successio´ i se`rie—lligats als conceptes de continuı¨tat
i continuı¨tat uniforme; de derivabilitat; d’integracio´; de
converge`ncia puntual i funcional, amb e`mfasi en la con-
verge`ncia uniforme; d’aproximacio´ i d’introduccio´ de
funcions noves amb propietats peculiars, etc.—, i tot
ben fonamentat amb un cert rigor lo`gic. Aquest proce´s e´s el que, a la
historiografia de la matema`tica, es coneix com aritmetitzacio´ de l’ana`lisi.12
Aquesta preocupacio´ la palesa el matema`tic noruec Abel quan diu:
En el curs de monsieur Cauchy [Cours d’Analyse de l’E´cole royale polytechnique]
que suara he esmentat hi llegim el teorema segu¨ent: «Si els termes de la se`rie
u0 + u1+ u2+ u3+ · · · so´n funcions d’una u´nica quantitat variable, en tots la
mateixa, i, a me´s, so´n funcions contı´nues respecte de la variable en l’entorn
d’un cert valor particular (de la variable) en el qual la se`rie convergeix,
aleshores el valor de la suma s de la se`rie, en aquest entorn particular de la
variable, tambe´ e´s una funcio´ contı´nua.» Pero` a mi em sembla que aquest
teorema admet excepcions. Per exemple, la se`rie sin x− 12 sin 2 x+ 13 sin 3 x−
· · · e´s discontı´nua per a cada valor de x, (2m+ 1)π, on m e´s un enter. I n’hi
ha d’altres amb propietats ana`logues.13
10. So´n els llibres: [Teix68], [Apos60], [Cart61]; [Orte90].
11. Niels Henrik Abel. Finnøy (Noruega), 5 d’agost de 1802 –Froland (Noruega), 6 d’abril
de 1829.
12. Vegeu, per exemple, [Boye68, capı´tol xxv].
13. Vegeu [Abel26, p. 336]. Una part de l’article, en angle`s, es troba a [Birk73, p. 69-70].
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Richard Dedekind14
Semblantment, un quart de segle me´s tard, l’any
1858 —quan a Dedekind, aleshores professor de
l’E´cole Polythecnique de Zuric, se li encarrega un
curs sobre els elements del ca`lcul diferencial— s’ado-
na que l’apropament geome`tric tradicional de la idea
de lı´mit, encara que te´ un valor pedago`gic impor-
tant en un curs introductori, no e´s acceptable quan
el que es prete´n e´s fonamentar «cientifı´cament» la
qu¨estio´.15
Em vaig preocupar per les consideracions d’aquest opuscle per primera ve-
gada la tardor de l’any 1858. Com a professor de l’Escola Polite`cnica de
Zuric em vaig veure obligat, per primera vegada a la vida, a donar un curs
sobre els elements del ca`lcul diferencial i em vaig adonar, com no me n’ha-
via adonat mai abans, de la manca d’una base veritablement cientı´fica per a
l’aritme`tica. En el moment d’haver de tractar el concepte d’aproximacio´
d’una quantitat variable a un valor lı´mit fix i sobretot en el moment d’haver
de demostrar la proposicio´ que estableix que qualsevol quantitat [variable] que
creix constantment, pero` que no depassa totes les fites possibles, s’ha d’apropar a un va-
lor lı´mit, em veia abocat a reco´rrer a l’evide`ncia geome`trica. Fins i tot ara ma-
teix sostinc que, des d’un punt de vista dida`ctic, l’u´s de la intuı¨cio´ geome`trica
resulta extraordina`riament u´til en tota primera presentacio´ del ca`lcul dife-
rencial —i a`dhuc indispensable— si no es vol perdre molt de temps. Ningu´
no pot negar, empero`, que aquesta mena d’introduccio´ al ca`lcul diferen-
cial no pot pretendre que se la consideri cientı´fica (Wissenschaftlichkeit).
Aquest sentiment d’insatisfaccio´ em va resultar tan aclaparador que em vaig
proposar amb fermesa meditar-hi fins a aconseguir una fonamentacio´ pura-
ment aritme`tica i completament rigorosa dels principis de l’ana`lisi infinite-
simal. Es diu sovint que el ca`lcul diferencial maneja magnituds contı´nues, i, no
obstant aixo`, encara ningu´ no ha donat mai una explicacio´ d’aquesta continuı¨tat; fins
i tot la presentacio´ me´s rigorosa del ca`lcul diferencial basa les demostracions,
no en la continuı¨tat, sino´ que apel·la,me´s omenys conscientment, a conceptes
14. Julius Wilhelm Richard Dedekind. Brunsvic (Baixa Saxo`nia, Alemanya), 6 d’octubre
de 1831 –Brunsvic (Baixa Saxo`nia, Alemanya), 12 de febrer de 1916.
15. Vegeu la nota 54 i, en particular, [Pla93, p. 222].
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geome`trics o suggerits per la geometria, o a proposicions que mai no s’han
establert d’una manera purament aritme`tica.16
Quin e´s, pero`, el problema que, en el segle xix,17 comporta l’estudi al
qual es refereix Dedekind?
Una primera resposta la podem donar plagiant Hairer-Wanner:
—Realment, que` e´s una derivada? Resposta: e´s un lı´mit.
—Realment, que` e´s una integral? Resposta: e´s un lı´mit.
—Realment, que` e´s una se`rie a1 + a2 + a3 + · · · ? Resposta: e´s un lı´mit. Aixo`
porta a haver-se de preguntar:
—Que` e´s un lı´mit? Resposta: e´s un nombre.
I aleshores, per fi, cal encara fer la pregunta:
—Pero`, que` e´s un nombre?18
Alguns resultats d’ana`lisi real
1. Teoremes de Bolzano-Weierstrass
i del valor mitja`
1.1. Bernhard Bolzano i l’inici del problema
Un dels problemes importants de finals del segle xviii i de principis del se-
gle xix era el que actualment coneixem com a teorema fonamental de l’a`lgebra
que, ba`sicament, podem sintetitzar aixı´: a) «Tot polinomi P(X ) ∈ R[X ] te´
almenys una arrel complexa (i tambe´ la conjugada)» o, me´s humilment,
a′) «Tot polinomi P(X ) ∈ R[X ], de grau senar, te´ almenys una arrel real».
16. Vegeu [Dede72, p. 14-15]. Els e`mfasis so´n meus.
17. Per no retrocedir en el temps excessivament—i, com sempre, arribar aGre`cia—, posare´
l’accent en les aportacions de l’ana`lisi matema`tica del segle xix i deixare´ a la teva curiositat,
estimat lector!, la recerca dels antecedents. Pots consultar, per exemple, [Boye49], [Baro69],
[Edwa79], [Jahn03].
18. Vegeu [Hair96, p. 170-171].
13
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Bernhard Bolzano19
Bolzano observa que les demostracions —en
concret, la de Laplace i la primera de Gauss—20 ne-
cessiten el resultat de a′ per poder establir el resultat
a.21
Cal, doncs, establir aquest resultat amb rigor, i
Bolzano hi dedica el treball de 1817.22 Fa una pre-
sentacio´ gene`tica del problema —i de les solucions
«erro`nies» que se li han atribuı¨t— per tal de conduir-
nos, a poc a poc i d’una forma raonable i raonada, a
l’aute`ntica solucio´. Tant de bo hi hague´s me´s autors
amb aquesta manera d’entendre l’exposicio´ de les idees i dels resultats
—sobretot quan so´n inicia`tics— que volen comunicar!23
Diu:
En el me`tode demostratiume´s usual, hom es basa en una veritat manllevada a
la geometria: a saber, que tota lı´nia contı´nua amb curvatura simple les ordenades de
la qual so´n primer positives, i despre´s negatives (o a la inversa), talla necessa`riament
l’eix de les abscisses en algun indret situat entre aquestes dues ordenades. No hi ha
res a objectar ni a la precisio´ ni a l’evide`ncia d’aquest teorema geome`tric. Pero`,
alhora, e´s benmanifest que es cau en una falta intolerable contra elme`tode ade-
quat que consisteix a pretendre demostrar les veritats de lesmatema`tiques pu-
res (o generals) (e´s a dir, de l’aritme`tica, de l’a`lgebra o de l’ana`lisi) amb consi-
deracions que pertanyen a una part aplicada24 (o especial), e´s a dir, la geometria.
19. Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano. Praga (Bohe`mia, actual Repu´blica
Txeca), 5 d’octubre de 1781 –Praga (Bohe`mia, actual Repu´blica Txeca), 18 de desembre
de 1848.
20. Vegeu [Pla92] i [Pla05].
21. Vegeu [Bolz17, edicio´ anglesa, p. 164-165; edicio´ francesa, p. 142].
22. El lector interessat en l’obra matema`tica de Bolzano la trobara`, en angle`s, a [Russ04],
i una ana`lisi forc¸a completa, a [Rusn94]. Vegeu tambe´ [Bolz30].
El text de 1817, que analitzem aquı´ —que, sense cap mena de dubte, e´s un d’aquells
treballs que, insistint en la idea que tantes vegades he defensat (la necessitat de llegir els
cla`ssics), aconsellaria a tot matema`tic—, es troba tambe´ a [Bolz17].
23. Seria molt interessant fer una traduccio´, al catala`, anotada, d’aquest treball i el lligam
amb altres treballs de Bolzano. Vegeu [Russ04].
24. E´s, si me´s no, curiosa aquesta distincio´ entre matema`tica pura —l’aritmetitzacio´ de la
matema`tica— i aplicada —la geometritzacio´ de la matema`tica—.
14
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Amb el temps, no heu sentit ni reconegut la incongrue`ncia de μεταβασις ἐις
ἀλλο γενος?25 No l’hem evitat en centenars d’ocasions —quan coneixı´em la
manera de fer-ho— i no s’ha considerat aquesta eliminacio´ tot un e`xit? I si in-
sistim en la voluntat de ser coherents, no ens hem d’esforc¸ar per ser-ho tambe´
en aquesta ocasio´? —En efecte, en la cie`ncia, les demostracions mai no han
de ser simples procediments de fabricacio´ d’evide`ncies (Gewissmachungen), sino´
que, abans que cap altra cosa, han de ser els fonaments (Begru¨ndungen); cal ex-
posar el fonament objectiu que posseeix la veritat que es vol demostrar [...].26
Aleshores, despre´s d’analitzar els intents fallits, mostra allo` que cal
fer per establir els fonaments i, posteriorment, fa la demostracio´ correcta
del teorema. Calen tres passos: 1) una definicio´; 2) un resultat que, de fet,
e´s previ, malgrat que ell el vincula a la definicio´ anterior, finalment 3) la
demostracio´ del teorema.
Definicio´ 1.1 (Definicio´ de continuı¨tat de Bolzano). La funcio´ f(x) varia
segons la llei de continuı¨tat per a tots els valors de x situats a l’interior o a
l’exterior de dos extrems27 quan, si x e´s un valor arbitrari d’aquests extrems, podem
aconseguir que la difere`ncia f(x + ω) − f(x) sigui me´s petita que una quantitat
arbitra`ria donada per endavant, quan ω s’agafa tan petit com calgui.28
25. «No podem passar d’un indret a un altre». Una frase ana`loga, la trobem al llibre dels
Analı´tics segons, 75 a 39 [Barn75, p. 131]: «No e´s possible, doncs, demostrar res passant
d’un ge`nere a un altre, e´s a dir, no podem provar cap qu¨estio´ geome`trica amb recursos
aritme`tics».
Vull indicar, tanmateix, que aquest «aforisme», al peu de la lletra, e´s fals: hi ha pro-
blemes geome`trics —la quadratura del cercle, la resolucio´ amb regle i compa`s, etc.— que
s’han resolt en un altre indret. Pensem, me´s complexos, el teorema darrer de Fermat, el
problema dels quatre colors, la llei dels nombres primers, etc. Constitueix una de les grans
riqueses de la matema`tica, que anomeno «els corrents subterranis».
26. Vegeu [Bolz17, edicio´ anglesa, p. 160; edicio´ francesa, p. 137].
27. Fixem-nos en l’ambigu¨itat entre si la definicio´ e´s puntual o be´ val en un cert interval.
Vegeu, a la pa`gina 48, la definicio´ de continuı¨tat de Heine. A me´s, Bolzano pensa tambe´ en
funcions com ara x+
√
(1− x)(2− x) que «e´s contı´nua solament per als valors de x < +1
o x > +2, pero` no per als valors de x entre +1 i +2» [Bolz17, edicio´ anglesa, p. 162, nota
12; edicio´ francesa, p. 139, nota].
28. Vegeu [Bolz17, edicio´ anglesa, p. 162; edicio´ francesa, p. 139].
15
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Aquestes so´n les funcions susceptibles de complir el que imposa el teo-
rema. Pero` per poder-ne fer una demostracio´ correcta li cal un teorema
auxiliar.
Teorema 1.2 (Teorema de Bolzano). Si no tots els valors en general d’una
quantitat i satisfan una propietatM que val, pero`, per a tots els i < u per a algun
valor u,29 aleshores existeix un valor maximal U per al qual podem afirmar que
M val per a tot i < U.30
De fet, Bolzano afirma l’existe`ncia del suprem U := supM(u), onM(u) e´s
el conjunt:
M(u) =
{
u ∈ R : (∀i < uM(i)) ∧ (∃j¬M( j))}.31
Vegeu que es tracta d’un antecedent del teorema:
Teorema. Tot conjunt de nombres reals fitat superiorment te´ un suprem.
Aleshores pot demostrar el teorema segu¨ent —me´s general que el que ha
enunciat a la introduccio´—:
Teorema 1.3 (Teorema del valor mitja`). Siguin f(x) i ϕ(x) dues funcions
contı´nues de x—o simplement contı´nues per a tot x entreα iβ—.Si, ame´s, satisfan
Cal entendre-ho aixı´: «Per a tots els valorsω > 0 inferiors a cert valorω0 > 0 tan petit
com calgui; o sigui, per a tot w, 0 < w < w0». Imposa, de fet, la condicio´ restrictiva: «La
propietat “f (x+ω)− f (x) e´s me´s petit que una quantitat donada per endavant” val per a tot
0 < ω < ω0». Aixo` queda ben pale`s quan, me´s endavant, diu: «Si f (α) < ϕ(α), aleshores,
per la llei de continuı¨tat, f (α + i) < ϕ(α + i), quan prenem i suficientment petit» [Bolz17,
edicio´ anglesa, p. 166; edicio´ francesa, p. 144]. A me´s, cal entendre, «en valor absolut»; e´s
a dir, per a la funcio´
∣∣f (x)−ϕ(x)∣∣. L’expressio´ valor absolut, la trobem a [Bolz17, § 15, edicio´
anglesa, p. 177; edicio´ francesa, p. 159] i tambe´ a Funktionenlehre dins [Bolz30, p. 14].
29. Anomenem-la hipo`tesi restrictiva Hu.
30. Vegeu [Bolz17, edicio´ anglesa, p. 166; edicio´ francesa, p. 144].
31. Tal com esta` enunciada la hipo`tesi Hu, e´s obvi que aquest objecte que falsejaM e´s me´s
gran que cada un dels u del conjunt M(u).
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la propietat f(α) < ϕ(α) i f(β) > ϕ(β), aleshores sempre existeix un valor γ
entre α i β per al qual f(γ) = ϕ(γ).32
Demostracio´. Bolzano n’analitza la plausibilitat.33
Si suposem que f (α) < ϕ(α), aleshores, per la llei de continuı¨tat,
tenim igualment f (α + i) < ϕ(α + i), sempre que i sigui prou petit. Per
tant, la propietat de ser me´s petit34 pertany a la funcio´ de i representada per la
funcio´ f (α + i) per a tots els valors de i que so´n me´s petits que un cert
valor.35 Pero` aquesta propietat no val per a tots els valors de i sense cap
restriccio´ ja que no val, per exemple, per a i = β − α, ja que [per hipo`tesi]
f (β) > ϕ(β).
Apliquem el teorema 2.2 i obtenim un valor maximal U .
Per al valor maximal U dels i, no pot ser que f (α+U ) < ϕ(α+U ) ja
que, si ho fos, per la llei de continuı¨tat, tindrı´em tambe´ f (α + U + ω) <
ϕ(α + U + ω), sempre que ω sigui prou petit. Per tant, no seria veritat
que U e´s el me´s gran dels valors per als quals hom pot afirmar que tots els
valors i inferiors a U satisfan f (α+ i) < ϕ(α+ i), ja que i := U +ω seria
un valor me´s gran que U per al qual aixo` tambe´ seria veritat.
Pero` encara molt menys podem tenir que f (α + U ) > ϕ(α + U ), ja
que, aleshores, tindrı´em tambe´ f (α+U −ω) > ϕ(α+U −ω) prenent ω
prou petit. I, per tant, no seria veritat que f (α+ i) < ϕ(α+ i) per a tots els
valors de i < U .
Cal, doncs, que f (α+U ) = ϕ(α+U ), com volı´em. 
Corol·lari 1.4. Sigui f(x) una funcio´ contı´nua en [a, b].
a) Si f(α) < η < f(β), existeix un γ entre α i β per al qual f(γ) = η.
b) Si f(α) < 0 < f(β), existeix un γ entre α i β per al qual f(γ) = 0.
32. Vegeu [Bolz17, edicio´ anglesa, p. 166; edicio´ francesa, p. 143-144].
33. Diu: «Aixo` constitueix un breu resumdelme`tode adoptat» [Bolz17, § 15, edicio´ anglesa,
p. 166; edicio´ francesa, p. 143-144].Me´s endavant, [Bolz17, § 15, edicio´ anglesa, p. 177-179;
edicio´ francesa, p. 159-162], n’ofereix la demostracio´ detallada i acurada.
34. Les cursives es troben a l’original.
35. Amb aquesta precisio´, queda aclarit el cara`cter puntual de la continuı¨tat.
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Demostracio´. El teorema anterior s’aplica als casos: a) ϕ(x) = η, i b) η = 0.

Nome´s cal, doncs, demostrar el teorema 1.2. Aquı´ e´s on Bolzano usa la di-
midiacio´, una metodologia que ja havien usat els grecs en l’exhaustio´.36
Demostracio´ del teorema 1.2. Ate`s que la propietatM val per a tots els x que
so´n me´s petits que u0 := u, pero` no val per a tots els u, en general, existeix
un cert valor v0 := u0 + δ, amb δ > 0, per al qual podem afirmar que M
no val pas per a tot els x < v0.37
a) Si u0 e´s el darrer valor amb aquesta propietat —M val per a tots els
x < u0—, ja hem acabat.
b) Si u0 no e´s el darrer valor amb aquesta propietat, aleshores, per a un
cert k1 > 0, u1 := u0 + δ2k1 fa el paper de u0, ja que, si no fos aixı´, per a
tot k = 0, 1, 2, 3, · · · , cap dels valors u0 + δ2k no la compliria i, per tant,
u0 seria l’element maximal buscat, i hem suposat que no ho e´s. I podem
considerar que l’exponent k1 e´s el primer dels exponents k per als quals
aixo` e´s aixı´.
suprem no suprem
iterem i tenim
U maximal
no
M
u0 < u1 < u2 < · · · < uk−1 < uk := u1 < v
u1 := ξk = u0 + Δ2k
u0 := u ξk−1 ξ2 = u0 + Δ22 ξ1 = u0 +
Δ
2
v = u0 +Δ
Gra`fica del raonament de Bolzano
. Fixem-nos amb quina habilitat —en fer que «tots els x» esdevinguin «tots els i»—
Bolzano maneja ja el que, en paraules de Weierstrass, sera` un «entorn d’un punt» de R.
Vegeu la pa`gina 53.
36. Vegeu [Jahn03, p. 18-19] o [Pla15].
37. Bolzano l’anomena V = u+D, ambD > 0, pero` he preferit usar la notacio´ subindexa-
da perque` n’hem de fabricar molts altres, de punts.
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Considerem la parella u1, v1, definida per u1 := u0 + δ2k1 , amb k1 > 0, i
v1 := u0 +
δ
2k1−1
= u0 +
δ
2k1
+
δ
2k1
= u1 +
δ
2k1
= u1 + δ1,
en substitucio´ de la parella inicial u0, v0.
Aleshores distingim els dos casos:
• El proce´s s’atura per a un valor
ur := u0 +
δ
2k1
+
δ
2k1+k2
+
δ
2k1+k2+k3
+ · · · + δ
2k1+k2+k3+···+kr
,
que e´s el valor buscat perque` ens trobem en el cas a).
• El proce´s no s’atura i s’obte´ una se`rie (creixent de nombres) el terme
general de la qual e´s
ur := u0 +
δ
2k1
+
δ
2k1+k2
+
δ
2k1+k2+k3
+ · · ·+ δ
2k1+k2+k3+···+kr
.
El «criteri de comparacio´» amb la se`rie geome`trica de rao´ 12
—Bolzano l’accepta sense haver-ne establert cap prova—38 determina
un valor U al qual el terme general de la se`rie s’apropa tant com
vulguem.
c) Hem de veure que U e´s el valor suprem que busca`vem.
• E´s clar que un valor U1 > U —e´s a dir, de la forma U1 = U + ε, amb
ε petit— no val perque` hi ha sempre un cert vs amb U < vs < U1, i,
38. Vegeu [Bolz17, § 9, traduccio´ anglesa, p. 173, traduccio´ francesa, p. 152].
Bolzano fa una ana`lisi succinta del comportament de les se`ries nume`riques i de les se`ries
de funcions: vegeu [Bolz17, § 1 a § 11, traduccio´ anglesa, p. 169-173, traduccio´ francesa,
p. 147-153].
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per construccio´, aquest vs no compleix la propietat «M e´s va`lid per a
tot x < vs».
• Pero` tampoc un U2 < U —e´s a dir, de la forma U2 = U − ε, amb ε
petit— no val perque` sempre podrem trobar un us amb U2 < us < U
i us satisfa` la hipo`tesi Hus i, de retruc,HU2 tambe´ i aixo` no e´s possible.

Fixem-nos que Bolzano fa dues coses:
1. Prova que el conjunt fitat superiorment
U := {u : val la hipo`tesi restrictiva Hu}
te´ un suprem.
2. Per trobar el suprem cerca el punt d’acumulacio´ d’una certa successio´
creixent de punts de U fitada superiorment.
I dues suposicions:
1. Els termes de la se`rie, creixent i fitada [superiorment], tenen un punt
d’acumulacio´.
2. Una se`rie els termes de la qual estan majorats pels termes d’una se`rie
convergent e´s convergent.
Com indicava a la nota 38, Bolzano fa un estudi—molt succint— de la
converge`ncia de les se`ries que, segons ell, queda garantida per comparacio´
amb la se`rie de pote`ncies de terme general Sr :=
∑r
k=0 a e
k, amb e < ±1,39
de la qual sap que e´s convergent i que convergeix a a1−e . S’adona aleshores
que aquesta classe de se`ries satisfa` el criteri de Cauchy:
Podem aconseguir que la «perllongacio´» del terme Sr de s termes —e´s
a dir, allo` que cal afegir a Sr per aconseguir Sr+s, en concret, l’expressio´
39. Significa, de fet, |e| < 1.
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a er+1+· · ·+a er+s—sigui me´s petita que qualsevol valor que ha`gim donat per
endavant per petit que sigui sempre que r sigui prou gran, amb independe`ncia
de la granda`ria de s.40
I aleshores, ho estableix com una condicio´ general per a qualsevol
se`rie convergent produı¨da pels termes d’una successio´
(
Fn(x)
)
n≥1:
La converge`ncia de la se`rie S(x) :=
∑r
k=1 Fr(x) implica que la perllongacio´
Fr+1(x) + · · ·+ Fr+s(x) sigui tan petita com vulguem quan r e´s prou gran.41
I aleshores estableix i demostra(?) el teorema segu¨ent:
Teorema 1.5 (Teorema de Cauchy). Si en la se`rie de termes
F1(x), F2(x), . . . , Fn(x), . . . , Fn+r(x), . . . ,
la difere`ncia entre el terme n-e`sim Fn(x) i quasevol terme ulterior Fn+r(x), per
allunyat que estigui del terme n-e`sim, esdeve´ me´s petit que una quantitat donada
per endavant, quan n s’agafa prou gran, aleshores existeix sempre un valor
constant, i nome´s un, al qual s’apropen sempre els termes de la se`rie i s’hi apropen
tant com es desitgi sempre que perllonguem la se`rie prou lluny.42
Tenim, doncs, establert per primera vegada, encara que sigui informalment,
el criteri de Cauchy de la converge`ncia d’una successio´ (i, de retruc, d’una
se`rie). I dic informalment, perque`, de fet, aquest teorema introdueix la nocio´
de lı´mit. La demostracio´ de Cauchy l’u´nic que fa e´s establir la possibilitat
—m’agrada me´s dir la plausibilitat— del lı´mit, pero` en cap cas n’estableix
l’existe`ncia. Li manca una teoria dels nombres reals.43
Com diu Bourbaki:
40. Vegeu [Bolz17, § 5, traduccio´ anglesa, p. 170, traduccio´ francesa, p. 149].
41. Vegeu [Bolz17, § 5, traduccio´ anglesa, p. 170, traduccio´ francesa, p. 149].
42. Vegeu [Bolz17, § 7, traduccio´ anglesa, p. 171-172, traduccio´ francesa, p. 150-151].
43. Cal indicar tanmateix que intenta` establir-la pels volts de 1830-1831 en la the´orie des
grandeurs [Rych61].
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Enunciant amb tota claredat (abans de Cauchy) el «criteri de Cauchy»,
[Bolzano] mira de justificar-lo amb un raonament que, en abse`ncia d’una
definicio´ del nombre real, no e´s res me´s —i no pot ser altra cosa— que un
cercle vicio´s; pero`, un cop s’admet, el treball e´s totalment correcte i molt
notable [...].44
1.2. Interve´ Karl Weierstrass:
la construccio´ dels reals
Encara que ningu´ no dubta que el rigor s’imposa` sota el mestratge i la in-
flue`ncia de Weierstrass —amb autors com ara ell mateix, Heinrich Heine,
Georg Cantor, Hermann Amadeus Schwarz, etc.—, i, malgrat les aporta-
cions de Pierre Dugac45 i d’Umberto Bottazzini,46 entre d’altres, e´s difı´cil
seguir els passos que fe´u Karl Weierstrass en ana`lisi real ba`sica perque`
la majoria dels cursos que impartı´ es conserven en forma de manuscrit o
gra`cies als apunts que en prengueren alguns dels assistents.47
Tanmateix, no hi ha cap mena de dubte que l’«aritmetitzacio´ de
l’ana`lisi» ana` creixent amb les aportacions matema`tiques de l’insigne ma-
tema`tic alemany. Pel manuscrit de Schwarz del curs de 1861, sabem que
aleshores Weierstrass encara no havia desenvolupat una teoria del nombre
real, si be´ n’albirava ja la necessitat. Enuncia el teorema del valor mitja`,48
pero` la demostracio´ que n’ofereix —que depe`n del que estableix el teore-
ma, esmentat a la pa`gina 16, que no demostra— te´ llacunes i palesa, a me´s,
que desconeixia el treball de Bolzano de 1817.49
44. Vegeu [Bour60, edicio´ castellana, p. 212].
45. Vegeu [Duga73] i [Duga03, p. 118-152].
46. Vegeu [Bott90, p. 229-247] i [Bott03].
47. En els ape`ndixs i al iv de l’article de Pierre Dugac [Duga73, p. 96-135] es recullen
ı´tems importants dels quatre apunts presos pels deixebles Adolf Hurwitz, Hermann Ama-
deus Schwarz, Georg Hettner i Georg August Thieme, i tambe´ d’altres textos relatius a
Weierstrass.
48. Vegeu [Weie61, p. 3-4].
49. Vegeu [Duga03, p. 125-126].
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Aixo` no obstant, el 1875, Weierstrass escriu:
Com me´s i me´s reflexiono sobre els principis de la teoria de funcions
—i ho faig sense parar— me´s pregona esdeve´ la conviccio´ que els fonaments
damunt els quals cal bastir-la els constitueixen les veritats de l’A`lgebra; en
consequ¨e`ncia, no fem el camı´ adequat quan en lloc de seguir les petges
alge`briques, senzilles i elementals, ens endinsem en el «transcendent», [...]
aquelles formes de pensar [...] amb l’u´s de les quals Riemann ha trobat moltes
de les propietats me´s importants de les funcions alge`briques.50
No hi ha, doncs, cap mena de dubte que foren Weierstrass i la seva
influe`ncia els qui van instaurar definitivament aquest criteri de fonamen-
tacio´ de l’a`nalisi —d’«aritmetitzacio´ de l’ana`lisi», com ja he dit abans—,
quelcom que sintetitzen les encertades paraules de Boyer:
En la mesura que, a Weierstrass, se li feia cada cop me´s evident que la
intuı¨cio´ no e´s fiable, buscava les bases de la seva ana`lisi tan rigoroses i
precises formalment com fos possible. No presenta`, pero`, la recerca sobre
els fonaments de l’ana`lisi —com fe´u Cauchy— en tractats, ni tampoc en cap
se`rie d’articles. Els punts de vista que sostenia ens so´n coneguts, me´s aviat,
per l’obra dels alumnes que assistien a les seves llic¸ons.51
Per tal d’assegurar-ne l’exactitud lo`gica, desitjava establir el ca`lcul sobre
el concepte de nombre solament i aixı´ separar-lo totalment de la geome-
tria. Per aconseguir-ho li calia establir una definicio´ precisa de nombre irracio-
nal totalment independent de la idea de lı´mit, ate`s que aquest concepte pres-
suposa l’anterior.52
Com constaten les opinions d’Abel i de Dedekind que he esmentat
abans, aquesta opinio´ la compartien altres matema`tics de l’e`poca i porta`
a la recerca de la naturalesa aritmeticoalge`brica dels nombres reals. El
problema estava madur —i la necessitat de resoldre’l era molt gran—. Per
aixo` no ens ha d’estranyar que, simulta`niament —el mateix any 1872—,
el resolguessin diversos matema`tics. D’una banda, Georg Cantor, Eduard
50. Vegeu [Weie95, volum 2, p. 235].
51. Vegeu, per exemple, [Merz04, volum 2, p. 703].
52. Vegeu [Boye49, edicio´ de 1959, p. 285].
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Heine i Charles Me´ray usaren una «idea audac¸»: «Es declara que la pro`pia
successio´ de Cauchy “e´s” el nombre real».53 Aquesta solucio´ contrasta
amb la de Richard Dedekind, aparentment d’intuı¨cio´ me´s geome`trica:
«Un “nombre real” s’identifica amb una “talladura”».54
Weierstrass tambe´ ho aconseguı´ i ho presenta` en el curs de 1874 i,
«en l’essencial, ho exposa` durant una vintena d’anys sense modificar-ne la
concepcio´»,55 si be´ mai no en fe´u la construccio´ ni completa ni acurada.56
I, malgrat tot, pel que fa a aquesta qu¨estio´, disposem de les notes de classe
que prengueren els seus deixebles: Ernst Kossak (1872), Adolf Hurwitz
(1880), Salvatore Pincherle (1880) i Victor van Dantscher (1908).57
La presentacio´ que ofereixo a continuacio´ es basa essencialment en la
reconstruccio´ de J. Christopher Tweddle.58
La idea intuı¨tiva de nombre real. La idea intuı¨tiva de nombre real —que
pot ser u´til per construir-los— e´s, aparentment, fa`cil. Un nombre racio-
nal admet una expressio´ decimal exacta —amb un nombre finit de xifres
decimals— o perio`dica —pura o mixta—. Podem, doncs, per generalitza-
cio´,59 acceptar com a nombre real qualsevol expressio´ infinita de la forma
a′a0 a1 · · · an · · · , on cada 0 ≤ ai ≤ 9. (1)
Aquesta idea te´, pero`, forc¸a dificultats:
1. Quin e´s el significat d’aquesta expressio´?
53. E´s clar que cal «identificar» les successions de Cauchy que defineixen un «mateix»
nombre real; e´s a dir, cal establir una relacio´ d’equivale`ncia ben definida. Vegeu, respecti-
vament, [Cant72], [Hein72] i [Mera72].
54. Aquı´ cada talladura do´na directament un nombre de forma individual. Vegeu [Dede72]
i, per a una exposicio´ detallada de l’obra de Dedekind, [Pla93] i en particular [Pla93, p. 224-
237].
Hi ha, pero`, qui ha dit que la construccio´ e´s incorrecta. Vegeu [Weyl19].
55. Vegeu [Duga03, p. 134].
56. Vegeu [Twed11, p. 1].
57. Vegeu, respectivament, [Koss72], [Weie74], [Pinc80] i [Dant08].
58. Vegeu [Twed11].
59. No em canso mai de recordar que el procediment de creacio´ per generalitzacio´ e´s una
eina molt potent en la creacio´ matema`tica.
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2. Que` justifica que la puguem acceptar com a nombre?60
L’u´nic que ho pot justificar e´s: «L’expressio´ (1) e´s el lı´mit de la suc-
cessio´ de nombres racionals
a, a′a0, a′a0 a1, . . . , a′a0 a1 · · · an, . . . amb 0 ≤ ai ≤ 9». (2)
Pero`, aleshores, hem de respondre les preguntes:
Aquests lı´mits existeixen?
I, si no disposem de l’univers dels nombres reals, on existeixen?61
I, fins i tot, acceptant-los com a existents,
Com sabem que disposem de tots els nombres que calen?
No e´s pas aquest el camı´ que cal seguir. E´s ben be´ l’oposat. Cal
construir R i, un cop construı¨t, demostrar que una manera de representar
els objectes α ∈ R e´s la que hem indicat i que la representacio´, a me´s, els
individua.62
60. Una possibilitat fo´ra admetre, «formalment», la totalitat d’objectes de la forma (1),
pero` les dificultats matema`tiques que sorgirien serien exactament les mateixes.
61. Fixem-nos que la successio´ (2) no e´s altra cosa que la successio´ de les sumes parcials de
la se`rie
∑∞
i=0
ai
10i . Pero` aquesta successio´ te´ lı´mit si, i nome´s si, la se`rie e´s convergent. Ara
be´, la converge`ncia de la se`rie depe`n precisament de l’existe`ncia del seu lı´mit i solament
podrem saber que aquest lı´mit existeix quan ha`gim construı¨t adequadament l’univers dels
nombres reals, que e´s precisament l’indret on hem de cercar el lı´mit.
62. Un dels problemes que presenta l’ana`lisi matema`tica e´s precisament la converge`ncia
de les se`ries i de les successions, com indica` Abel:
E´s un error basar qualsevol mena de raonament en les se`ries divergents. So´n fatals i
e´s vergonyo´s que hi hagi algu´ que hi basi les demostracions [...]. So´n la causa de tants
i tants maldecaps i paradoxes. El nombre de teoremes, relatius a les se`ries infinites,
que podem acceptar com a fonamentats amb rigor e´s molt limitat. Sovint apliquem les
operacions de l’ana`lisi a les se`ries infinites com si fossin finites, fet que no em sembla
pas acceptable si no va acompanyat d’una demostracio´ particular [Abel26, p. 311-312].
Tambe´ Cauchy adverteix d’aquest perill al comenc¸ament del Cours d’Analyse. Pensem
que, des de feia un segle i mig, els matema`tics usaven les se`ries per definir funcions, pero`
ho feien sense tenir cura del domini de converge`ncia. Aixı´, per exemple, Euler basa moltes
demostracions en se`ries divergents. Fins i tot el concepte que tenia de la converge`ncia era
ben curio´s, com podem veure a [Pla07, edicio´ electro`nica, p. 20-27].
25
16112_Lliçó inaugural matemàtiques 2015, pàgina 25,  10/09/15
El camı´ descrit e´s, d’alguna manera, el camı´ que havia seguit Cauchy:
definir el nombre real pel desenvolupament en decimals. Pero` aquest me`-
tode —com he indicat suara— te´ una peticio´ de principi.
La construccio´ acade`mica dels nombres reals. El primer matema`tic
que posa` demanifest el problema i dona` una construccio´ acurada dels nom-
bres reals fou el matema`tic france`s Charles Me´ray. Segons ell, la peticio´ de
principi radicava en el fet d’usar el lı´mit d’una successio´ de racionals per
definir el nombre real, ja que l’existe`ncia, o no-existe`ncia, del lı´mit depe`n de
l’existe`ncia pre`via, o no-existe`ncia, d’un nombre que sigui precisament el
lı´mit. E´s a dir, el nombre real ha d’estar ben definit abans de poder-lo usar
com a lı´mit i, per tant, el lı´mit no pot servir per a definir-lo.
Bernhard Bolzano i Augustin Cauchy havien usat les successions que
«convergeixen en elles mateixes».63 La seva posicio´ consistia a afirmar
que aquestes successions «convergeixen de forma externa» cap a un nom-
bre real s, que e´s el lı´mit de la successio´.
Me´ray objecta aquesta actitud i planteja una solucio´ que, en esse`ncia,
coincideix amb la que donara` tambe´ Cantor. La idea de Me´ray, la podem
resumir dient que, per a ell, les successions racionals fonamentals o be´
convergeixen cap a lı´mits racionals —amb existe`ncia pre`via— que d’algu-
na manera determinen les successions, o be´ convergeixen cap a «nombres
ficticis». La qu¨estio´ rau a saber si aquests «lı´mits ficticis» tenen les propie-
tats aritme`tiques que calen i si, a me´s, es poden ordenar adequadament. La
qu¨estio´, doncs, e´s sempre la mateixa. S’han d’introduir objectes ficticis,
precisant-ne pero` la naturalesa. Aquests objectes ficticis han de fer el pa-
per de nombres reals i, per tant, han de ser els lı´mits de les successions
de racionals. Han d’estar ben determinats, se n’han d’establir les opera-
cions alge`briques i l’ordre, i s’han de demostrar les propietats ba`siques
necessa`ries perque` quedi caracteritzat el domini dels nombres reals.
Aquesta construccio´ e´s la que s’ha consolidat com l’acade`mica en els
curricula de l’assignatura Ana`lisi 1, quan es creu convenient, des d’un punt
63. So´n les successions de racionals que avui anomenem successions de Cauchy o fonamen-
tals. So´n successions {sn : n ∈ N} en que`, si m e´s prou gran i p e´s arbitrari, aleshores
|sm+p − sm| < ε, on ε > 0.
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de vista formatiu, que cal donar una «construccio´» dels nombres reals64 i
no simplement la presentacio´ formalista de Hilbert.65
La construccio´ dels nombres reals de Richard Dedekind. No m’hi
estendre´ gens perque`, com ja he indicat abans, podeu trobar-la explicita-
da —seguint el treball de Dedekind— a l’article, prou detallat, que vaig
dedicar a la matema`tica de Dedekind.66
La construccio´ dels nombres reals de Karl Weierstrass. La solucio´
me´s simple a aquesta qu¨estio´ e´s potser la que va adoptar el matema`tic
alemany Karl Weierstrass.67
Do´na, com a evident, l’existe`ncia del conjuntN dels nombres naturals
i aleshores estableix la definicio´ d’igualtat: dos nombres naturals so´n iguals
si, i nome´s si, estan constituı¨ts pel mateix nombre d’unitats. Aquesta «cor-
responde`ncia», que designem per a = b, satisfa`: «si a = b i b = c, aleshores
a = c».
Weierstrass pensa els nombres reals com la suma d’una se`rie de po-
te`ncies convergent. Per exemple, considerem el desenvolupament en se`rie
de Taylor de la funcio´ ex: ex =
∑∞
n=0
xn
n! , que e´s convergent per a tot x de
l’interval |x| < ∞. Si fem x = 1, obtenim el nombre real e = 2 + 12! +
1
3! +
1
3! + · · · El podrı´em escriure en la forma
[
1, 12! ,
1
3! , . . .
]
que suggereix
el concepte d’agregat (vegeu la definicio´ 1.7).68
Per tal de definir els nombres reals positius, introdueix la nocio´ de
parts exactes o alı´quotes de la unitat.
Definicio´ 1.6. 1n e´s l’n-e`sima part exacta o alı´quota de la unitat si, i nome´s si,
n1n = 1.
64. Vegeu [Teix68, p. 61-73] i [Orte90, p. 50-57].
65. Vegeu [Hilb00], presentada a [Orte90, p. 28, 29, 42-43].
66. Vegeu la nota 54.
67. El lector interessat en una presentacio´ succinta pot consultar [Duga73, p. 65-70], un
article excel·lent sobre l’ana`lisi en l’obra de Weierstrass, o me´s detallat [Twed11] que, com
ja he dit, e´s el que he seguit en aquesta presentacio´.
68. El nom d’agregat es deu a Dugac.
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Definicio´ 1.7. Un agregat a := [a1, a2, . . . , an, an+1, . . . ] e´s una col·leccio´ fini-
ta69 o numerable de parts exactes de la unitat.70
Quan la col·leccio´ de parts exactes de la unitat de l’agregat a e´s finita diem
que a e´s un agregat finit.
Ara la dificultat rau a establir una definicio´ correcta d’igualtat d’agregats
—de fet, cal establir una relacio´ d’equivale`ncia.
Weierstrass utilitza les «transformacions elementals». So´n les u´niques
a les quals e´s possible sotmetre els nombres que constitueixen els agregats:
T1. n elements de la forma 1n es poden substituir per la unitat.
I k parts exactes de la unitat de la forma 1k  es poden substituir
per 1

.
T2. Qualsevol nombre es pot substituir per les seves parts exactes (per
exemple, el nombre 1 es pot substituir per p 1p ).
E´s clar que qualsevol nombre racional de Q+ e´s susceptible de ser repre-
sentat per un agregat finit.71
Ara cal que els ordenem.
Definicio´ 1.8. Diem que l’agregat a e´s un transformat finitari de l’agregat a,
si a s’obte´ aplicant a a un nombre finit de transformacions.
Definicio´ 1.9. Siguin a i b dos agregats. Diem que a ≤ b si, i solament si, cada
subagregat propi, finit, sa de a, admet un transformat finitari sa que, al seu torn,
69. A partir d’un ı´ndex n, els termes an+1 no hi so´n: so´n nuls.
70. Uso la paraula col·leccio´ perque` els elements hi poden ser repetits. Per abreujar, es-
criurem, si escau,
[
. . . , kn , . . .
]
en lloc de
[
. . . , 1n ,
k). . ., 1n , . . .
]
. En una presentacio´ me´s
formal, podrı´em suposar, d’antuvi, que, en cada agregat, hi ha totes les fraccions de la
unitat 1n , n = 1, 2, . . . , k, . . . , cada una amb la seva multiplicitat acceptant la multiplicitat 0:[
a1
1 ,
a2
2 , . . . ,
ar
r ,
ar+1
r+1 , . . .
]
, on eventualment els aj poden ser nuls. Per una qu¨estio´ d’elega`ncia,
els suposarem sempre ordenats d’acord amb l’ordre creixent dels denominadors.
71. El nombre racional pq , q = 0, —amb el benente`s que p pot ser me´s gran, igual o me´s
petit que q— el podem representar amb l’agregat
[ 1
q ,
1
q ,
p). . ., 1q
]
, pero` aquesta e´s solament
una de les infinites representacions possibles del nombre pq .
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e´s un subagregat propi sb de b (o d’un transformat finitari b de b); e´s a dir, cada
part exacta de la unitat de sa es troba en b (respectivament, en b).72
Teorema 1.10. La relacio´ ≤ e´s reflexiva i transitiva.
Demostracio´. Reflexiva. Per a tot agregat a, a ≤ a. N’hi ha prou a agafar el
mateix subagregat de a.
Transitiva. Siguin a, b i c tres agregats que satisfan a ≤ b i b ≤ c. Com
que a ≤ b, cada subagregat sa, finit i propi de a o d’un transformat finitari a,
admet un transformat finitari sa que, al seu torn, e´s un subagregat sb, propi,
de b (o d’un transformat finitari b de b). Ara, ate`s que b ≤ c, tot subagregat
propi i finit sb de b (o de b) admet un transformat finitari sb que, al seu
torn, e´s un subagregat propi de en c (o d’un transformat finitari c de c). En
particular, doncs, cada subagregat sa de a admet un transformat sa de b (o
b) que admet un transformat sa de c (o c). 
Definicio´ 1.11. Siguin a i b dos agregats. Diem que a ≡ b si, i nome´s si, a ≤ b
i b ≤ a.
O`bviament, la relacio´ ≡ e´s una relacio´ d’equivale`ncia en la classe dels
agregats. Aleshores, usem lletres gregues (α,β , etc.) per a designar les
classes d’equivale`ncia.
Quan a ≡ b, amb a ∈ α i b ∈ β , escriurem simplement α = β .
Definicio´ 1.12. Un agregat a te´ valor finit si, i nome´s si, existeix un agregat
finit b i a ≤ b.73
Exemple. e :=
[
2, 12! ,
1
3! , . . .
]
< [3].74
Lema 1.13. Si un agregat a d’una classe d’equivale`ncia α te´ valor finit, tots els
agregats de α tenen valor finit.
72. Solament ens fixem en subagregats «finits» de l’agregat a, que, eventualment, pot ser
finit.
73. So´n, de fet, els agregats fitats superiorment per un racional.
74. E´s un exercici. Vegeu me´s avall un exemple.
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Demostracio´. Tot agregat a′ ∈ α satisfa` a′ ≡ a, i a te´ valor finit. Per tant,
a′ ≤ a ≤ b, on b e´s un agregat finit. 
Definicio´ 1.14. Un nombre real positiu ρ e´s una classe d’equivale`ncia que conte´
un agregat de valor finit.
Definicio´ 1.15. Un nombre real positiu ρ e´s racional si, i nome´s si, hi ha un
agregat finit a ∈ ρ.
Definicio´ 1.16. Diem que l’agregat a te´ la «forma decimal esta`ndard» si,
i nome´s si, a :=
[
a0, a110 ,
a2
102 ,
a3
103 , . . .
]
, on a0 ∈ N, i ak ∈ {0, 1, . . . , 9},
k = 1, 2, 3, . . . , i, per a cada n, hi ha un m > n amb am 	≡ 0.
Exemple. 15 ≡
[
1
10 ,
9
100 ,
9
1000 , . . .
]
Notacio´. Per a cada nombre racional pq , E
[ p
q
] ∈ N i Q[ pq] < 1 designen,
respectivament, la part entera i la part fracciona`ria de pq .
Lema 1.17. Cada nombre real positiu ρ conte´ un agregat a que te´ la «forma
decimal esta`ndard».
Demostracio´. Sigui b un agregat format per nombres racionals positius com
ara
b :=
[
b0,
b1
n1
,
b2
n2
,
b3
n3
, . . .
]
,
on, per a cada k = 1, 2, 3, . . . , amb nk i bk ∈ N, i nk 	= 0.
Ara procedim per induccio´ sobre el nombre de termes de l’agregat.
Cas 1. Comencem amb el nombre racional pq = b0 +
b1
n1
, amb n1 	= 0.
Considerem a0 = E
[ p
q
]
i p1q1 = Q
[
p
q
]
< 1. Seguidament, a1 = E
[ 10 p1
q1
]
i p2q2 = Q
[ 10 p1
q1
]
< 1. Anem iterant el proce´s; tindrem a2 = E
[ 10 p2
q2
]
i
p3
q3
= E
[ 10 p2
q2
]
< 1, etc., an = E
[ 10 pn
qn
]
i pn+1qn+1 = E
[ 10 pn
qn
]
< 1, etc. Per a cada
k = 1, 2, 3, . . . , n, . . . , o`bviament ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} i pkqk < 1.
Obtenim
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p
q
≡ c :=
[
a0,
a1
10
,
a2
102
,
a3
103
, . . . ,
an
10n
, . . .
]
.
Si l’agregrat c :=
[
a0, a110 ,
a2
102 ,
a3
103 , . . . ,
an
10n
]
e´s finit, el reescrivim en la
forma: c :=
[
a0, a110 ,
a2
102 ,
a3
103 , . . . ,
an−1
10n ,
9
10n+1 ,
9
10n+2 , . . .
]
. Aleshores transfor-
mem b en
b1 :=
[
a0,
a1
10
,
a2
102
, . . . ,
b2
n2
,
b3
n3
, . . .
]
.
Cas r. Suposem que, per induccio´, l’agregat b s’ha transformat en
br :=
[
a0,
a1
10
,
a2
102
, . . . ,
br
nr
,
br+1
nr+1
, . . .
]
.
Procedim com abans, i transformem el nombre racional brnr en
br
nr
≡ cr :=
[
a′0,
a′1
10
,
a′2
102
, . . .
]
.
Aleshores obtenim
br :=
[
a0,
a1
10
,
a2
102
, . . . ,
br
nr
,
br+1
nr+1
, . . .
]
≡
[
a0,
a1
10
,
a2
102
, . . . , a′0,
a′1
10
,
a′2
102
, . . . ,
br+1
nr+1
, . . .
]
≡
[
a0 + a′0,
a1 + a′1
10
,
a2 + a′2
102
, . . . ,
br+1
nr+1
, . . .
]
.
E´s possible que, per a alguns ı´ndexs k ≥ 1, 9 < ak + a′k < 19.
Demoment, acceptemque aixo` no importa; e´s a dir, que podem reduir
[
a0 + a′0,
a1 + a′1
10
,
a2 + a′2
102
, . . .
]
a una expressio´ de la forma
[
a′′0 ,
a′′1
10 ,
a′′2
102 , . . . ,
an
10n . . .
]
, amb a′′0 ≥ 0 i 0 ≤ a′′k ≤
9 (vegeu el lema 1.18).
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En resulta, finalment, que
b ≡ cr+1 :=
[
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′n
10n
, . . . ,
br+1
nr+1
, . . .
]
,
amb a′′0 ≥ 0 i a′′k ∈ N, 0 ≤ a′′k ≤ 9 i, per a cada m, existeix un n > m, amb
a′′n 	= 0, que acaba el pas del proce´s d’induccio´.
D’aquest proce´s en resulta que tot agregat es pot transformar en una
«forma decimal esta`ndard», com volı´em.75 
Lema 1.18. Siguin
[
a0, a110 ,
a2
102 , . . . ,
an
10n , . . .
]
i
[
a′0,
a′1
10 ,
a′2
102 , . . . ,
a′n
10n , . . .
]
les
formes decimals esta`ndards de dos agregats b i b′. Aleshores, l’agregat
[
a0 +
a′0,
a1+a′1
10 ,
a2+a′2
102 , . . . ,
an+a′n
10n , . . .
]
—que correspon a la classe b + b′ (vegeu la defi-
nicio´ 1.22)— admet un transformat
[
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′n
10n
, . . .
]
que te´ la forma decimal esta`ndard.
Demostracio´. Procediremper induccio´ sobre l’ı´ndex n dels termes dels agre-
gats, tot recordant que, per a cada ı´ndex k, o be´ 0 ≤ ak + a′k ≤ 9, o be´
9 < ak + a′k < 19. Per tant, en cada pas de la induccio´, cal distingir dos
casos:
Cas n = 1.
a) Si 0 ≤ a1 + a′1 ≤ 9, fem
[
a0 + a′0,
a1+a′1
10
]
=
[
a′′0 ,
a′′1
10
]
, on a′′0 = a0 + a′0 i
a′′1 = a1 + a′1.
b) Si 9 < a1 + a′1 < 19,
[
a0 + a′0,
a1+a′1
10
] ≡ [a0 + a′0, 10+a′′110 ] = [a′′0 , a′′110 ], on
a′′0 = a0 + a′0 + 1 i a′′1 ≤ 9.
75. Si imposem la condicio´ «per a cada m, existeix un n > m, amb a′′n = 0», l’expressio´
decimal e´s u´nica per la forma com l’hem construı¨da.
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Cas n = r−1. Si [a0+a′0, a1+a′110 , a2+a′2102 , . . . , ar−1+a′r−110r−1 , ar+a′r10r . . . ], aleshores, per
hipo`tesi d’induccio´, e´s equivalent a l’agregat
[
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′r−1
10r−1
,
ar + a′r
10r
. . .
]
,
on els 0 ≤ a′′k ≤ 9, k = 1, . . . , r − 1.
Com abans, distingim dos casos:
a) Si 0 ≤ ar + a′r ≤ 9, fem a′′r = ar + a′r, i hem acabat el pas d’induccio´.
b) Si 9 < ar + a′r < 19, aleshores[
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′r−1
10r
,
ar + a′r
10r
, . . .
]
=
[
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′r−1
10r−1
,
10+ a′′r
10r
. . .
]
.
El podem reescriure:
[
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′r−1 + 1
10r−1
,
a′′r
10r
,
ar+1 + a′r+1
10r+1
, . . .
]
,
i hem acabat ate`s que a′′r−1 < 9 i, per tant, a′′r−1 ≤ 9.
En el supo`sit que, a partir d’un ı´ndex m, a′′k = 0, amb k > m; e´s a dir,
en el cas que
[
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′m−1
10m−1
,
a′′m + 1
10m
]
,
fem [
a′′0 ,
a′′1
10
,
a′′2
102
, . . . ,
a′′m−1
10m−1
,
a′′m + 1
10m
,
9
10m+1
,
9
10m+2
, . . .
]
.76 
Ara podem demostrar el teorema ba`sic, pero` abans donare´ un exemple
que palesa la subtilesa de tot plegat.
76. Tanmateix, ambdo´s agregats so´n equivalents.
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Exemple. Vegem que 13 ≡ 0,3333 . . . ; e´s a dir, a ≡ b, on a :=
[
1
3
]
i
b :=
[
3
10
3
102 ,
3
103 , . . .
]
.
Hi ha dues maneres de fer-ho: 1) Determinant la forma decimal
esta`ndard de a, i 2) Veient que a ≤ b i b ≤ a.
Fem la segona, que e´s la me´s interessant.
a) Volem veure que a ≤ b. Considerem un subagregat sa finit de a
i considerem el representant decimal esta`ndard infinit equivalent s′a :=[ a1
10
a2
102 ,
a3
103 , . . .
]
.
Considerem el tres casos possibles:
• a1 > 3. Aleshores, a110 =
1
3 +
3 a1−10
30 >
1
3 . Aixo` contradiu que s
′
a <
[
1
3
]
.
Per tant, s’ha de produir un dels dos casos segu¨ents:
• a1 < 3. En aquest cas, ate`s que
∑∞
k=2
ak
10k ≤
∑∞
k=2
9
10k =
1
10 . Aleshores,
s′a ≡
[ a1
10 ,
1
10
] ≤ [ 310] ≤ b.
• Finalment, si a1 = 3 i comencem amb a2 i, pel raonament precedent,
tindrem que a2 ≤ 3, i aixı´ successivament.
b) Volem veure que b ≤ a. Considerem un subagregat, finit, sb :=[ b1
10 ,
b2
102 , . . . ,
br
10r
]
de b, on cada 0 ≤ bk ≤ 3, k = 1, . . . , r − 1 i br > 0. E´s clar
que a ≡ [ 310 , 3102 , . . . , 310r , 13×10r ], ja que 13×10r = 13 −∑rk=1 310k . D’on: sb < a.
Vegem ara el teorema segu¨ent:
Teorema 1.19 (Teorema de completesa). Tot conjunt, no buit, fitat supe-
riorment de nombres reals te´ un suprem.
Demostracio´. De fet, e´s un corol·lari de 1.17. En efecte, sigui S ⊂ R, fitat su-
periorment. Per a cadaρ ∈ S, considerem la forma decimal esta`ndard. Ate`s
que S esta` fitat superiorment, hi ha un a′0 que e´s el me´s gran de tots els
elements a0 dels agregats d’ı´ndex zero del conjunt S.
Descartem ara de S tots els membres els representants decimals dels
quals tenen l’element d’ı´ndex zero< a′0. Obtenim un conjunt S0 tambe´ fitat
superiorment per al qual tots els representants decimals tenen l’element
d’ı´ndex zero = a′0; e´s a dir, so´n de la forma [a′0, . . . ].
Ara, d’entre tots els termes d’ı´ndex un —de la forma a110— n’hi ha
un que te´ un terme d’ı´ndex un, a′1, ma`xim, —ate`s que, per a tots els
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termes d’ı´ndex un dels elements de S0, 0 ≤ a1 ≤ 9—. Descartem ara de
S1 tots els nombres reals els representants decimals dels quals tenen el nu-
merador del terme d’ı´ndex un < a1. Obtenim un conjunt S1 ⊆ S0 en el
qual els representants decimals so´n de la forma
[
a′0,
a′1
10 , . . .
]
. I, procedint
inductivament, obtenim
a′ :=
[
a′0,
a′1
10
,
a′2
102
, . . . ,
a′n
10n
, . . .
]
.
El nombre realρ que te´ coma representant la forma decimal esta`ndard
a′ —e´s a dir, aquell per al qual a′ ∈ ρ— e´s el suprem de S.
1. E´s una fita superior dels elements de S, per un argument lexicogra`fic:
en efecte, sigui S  b := [b0, b110 , b2102 , b3103 , . . . ], amb b 	= a′. Per tant, per
la definicio´ de a′, hi ha un ı´ndex k per al qual bk < ak.
2. E´s la me´s petita de les fites superiors de S. Considerem els conjunts
Tk+1 = Tk − Sk, on T0 = S, i k = 0, 1, 2, . . . , n, . . . . Aleshores, S =⋃∞
k=0 Tk, amb Tk ∩ T = ∅, si k 	= . Sigui c :=
[
c0, c110 ,
c2
102 ,
c3
103 , . . .
]
la forma decimal esta`ndard d’un nombre real ρ′ que tambe´ fos fita
superior de S. Suposem que c < a′. Considerem el primer ı´ndex n
amb c0 = a′0, c1 = a′1, . . . , cn−1 = a′n−1, cn < a′n. Tots els elements de
Sn ⊆ Tn ⊆ Tn−1 − Sn−1 so´n me´s grans que c. Aleshores, Sn ⊂ S te´ un
element b que e´s me´s gran que c i, per tant, c no e´s fita superior.
En definitiva, l’agregat a′ defineix un nombre real ρ que e´s el suprem de S.

Definicio´ 1.20. Un nombre real ρ e´s un punt d’acumulacio´ del conjunt S ⊂ R
si, i nome´s si, hi ha una subcessio´ {ρn} de punts de S que s’apropa a a ρ tan com
vulguem.
Corol·lari 1.21 (Teorema deBolzano-Weierstrass). a)Tot conjuntSde nom-
bres reals, infinit, fitat, te´ un punt d’acumulacio´.77
b) Tota successio´ fitada {ρn} te´, almenys, un punt d’acumulacio´.78
77. Vegeu [Pinc80, p. 237] i [Weie74, p. 305]. Val a dir que en les pa`gines 313-320 fa una
demostracio´ per al cas n-dimensional.
78. Vegeu [Weie74, p. 163].
35
16112_Lliçó inaugural matemàtiques 2015, pàgina 35,  10/09/15
Demostracio´. a) Podem ficar S dins l’interval real [α,β]. Ara el dividim
per la meitat i obtenim dues meitats [α0,σ1], [σ1,β0], on α0 = α,σ1 =
1
2
(
α1 + β1
)
i β0 = β . Un d’ambdo´s intervals te´ una infinitat de punts de
S. Anomenem-lo [α1,β1], i agafem-lo com si fos el segment inicial i iterem
el proce´s. Tindrem una successio´ creixent de punts α0 < α1 < · · · < αr <
· · · . Considerem el conjunt T = {α0,α1, . . . ,αr, . . . }. Pel teorema 1.19,
T te´ un suprem ρ0 que, o`bviament, per la construccio´ de la successio´ T
—ate`s que
∣∣αr+1 − αr∣∣ = 12r ∣∣b0 − a0∣∣ < ε, per petit que sigui ε > 0—, e´s
d’acumulacio´ de S.
b) E´s un cas particular de l’anterior. 
Per cloure l’exposicio´, donem la definicio´ de suma i de producte de dos
nombres reals.
Definicio´ 1.22 (Definicio´ de suma i producte de nombres reals). Siguin
α, β dos nombres reals, i a ∈ α i b ∈ β, amb
a :=
[
1
n1
, k 1). . .,
1
n1
,
1
n2
, k 2). . .,
1
n2
, . . . ,
1
nr
, kr). . .,
1
nr
, . . .
]
i
b :=
[
1
m1
, 1). . .,
1
m1
,
1
m2
, . . . ,
1
m2
, 2). . .,
1
mr
, r). . .,
1
mr
, . . .
]
.
La suma α+ β e´s la classe d’equivale`ncia de a+ b, on
a+ b :=
[
1
n1
, k 1). . .,
1
n1
,
1
n2
, k2). . .,
1
n2
, . . . ,
1
nr
, kr). . .,
1
nr
, . . . ,
1
m1
, 1). . .,
1
m1
,
1
m2
, . . . ,
1
m2
, 2). . .,
1
mr
, r). . .,
1
mr
, . . .
]
.
El producte α · β e´s la classe d’equivale`ncia de a · b, on a · b e´s l’agregat que
conte´, com a elements, tots i cada un dels productes 1ni i
1
mi
, tenint en compte les
corresponents multiplicitats;79 e´s a dir, a · b = [ . . . 1ni · 1mj . . . ].80
79. Pensem en la distributivitat d’un factor sobre l’altre.
80. En ambdo´s casos, ordenats en ordre creixent dels denominadors.
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O`bviament, per a un estudi complet, caldria veure que tot funciona: hi
ha independe`ncia dels representants, i satisfan les propietats del cos ordenat
i arquimedia`; per fi, fo´ra d’intere`s veure que Q e´s dens a R, pero` aixo` no
forma part d’aquesta presentacio´, de fet ja massa extensa.
1.3. Un incı´s: apareix Jean Gaston Darboux
Podrı´em pensar que el que caracteritza la continuı¨tat d’una funcio´ en un
cert interval [a, b] de la recta real e´s que satisfaci el teorema del valor mitja`.81
Introduı¨m, doncs, la definicio´ segu¨ent:
Definicio´ 1.23. Una funcio´ f e´s D-contı´nua [en honor al matema`tic france`s
Jean Gaston Darboux] quan, per passar d’un valor imatge α a un valor imatge
β, ha de passar necessa`riament per tots els valors intermedis.82
E´s a dir, diem que la funcio´ f (x) e´s D-contı´nua en l’interval [a, b], si, per
a tota parella x1, x2 ∈ [a, b], f (x), ha de reco´rrer tots els valors que hi ha
entre α = f (x1) i β = f (x2).
Disposem, doncs, de dues definicions de continuı¨tat: la de Bolzano-
Cauchy i la de Darboux. La qu¨estio´ e´s saber si so´n equivalents, o no.
L’any 1875, JeanGastonDarboux s’adona` d’aquesta dualitat i construı´
funcions no contı´nues —obtingudes per derivacio´ (vegeu el lema 1.24)—
81. Voldria indicar, encara que no sigui gaire adequat, que, quan vaig apropar-me, per pri-
mera vegada, al concepte de funcio´ contı´nua, estava convenc¸ut que aquesta —la propietat
del valor mitja`— era la propietat que caracteritzava la continuı¨tat, i se’m feia molt difı´cil
entendre per que` calia reco´rrer a la continuı¨tat puntual. Creia que la continuı¨tat era una
propietat global i no pas puntual, una here`ncia del comportament fı´sic del moviment. Em
vaig dotar d’una imatge: l’arbre creix de forma contı´nua, mentre que la paret creix de forma
discontı´nua, rajola a rajola.
Van passar alguns anys abans no vaig saber que aquests dos conceptes no eren equiva-
lents, i que la continuı¨tat puntual era moltı´ssim me´s fina que la del valor mitja`. M’ho va fer
notar, uns quants anys me´s tard, el col·lega Joan Cerda`, quan li ho vaig preguntar.
82. Hom diu tambe´ que f satisfa` la propietat D.
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Jean Gaston Darboux83
per mostrar que les dues definicions de continuı¨tat
eren molt diferents.84 Cal tenir present tanmateix
que, a Franc¸a, era normal definir una funcio´ contı´nua
usant la definicio´ de la D-continuı¨tat, perque` se la
considerava equivalent a la definicio´ de Cauchy.85
E´s realment fa`cil trobar funcions discontı´nues
que, per anar d’un punt a un altre, passin necessa`-
riament per tots els punts intermedis.
Exemple 1. Un cas forc¸a elemental e´s el que proporciona la funcio´
f (x) =
⎧⎨
⎩ sin
1
x
, per a x 	= 0,
α, on α ∈ (−1,+1), arbitrari. 
f
–4 –3
–2 –1
–1
0
0
1
1
2 3 4 5 6 7
Figura 1. Gra`fic de la funcio´ f (x).
Exemple 2. O encara la derivada de la funcio´
g(x) =
⎧⎨
⎩ x
2 sin
1
x
, per a x 	= 0,
0, per a x = 0.
83. Jean Gaston Darboux. Nimes (Franc¸a), 14 d’agost de 1842 –Parı´s (Franc¸a), 23 de
febrer de 1917.
84. Vegeu [Darb75, p. 109-110].
85. L’any 1903, en alguns lyce´es de Parı´s, encara s’usava, com a definicio´ de funcio´ contı´nua,
la D-continuı¨tat, criticada per Darboux feia me´s de vint-i-cinc anys. El que fa que aixo` sigui
realment curio´s e´s el fet que, en les demostracions elementals, el que cal e´s la definicio´ de
Cauchy i no pas la de la D-continuı¨tat. Vegeu [Lebe04, nota, p. 89-90].
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E´s derivable per a tot x ∈ R i la derivada
f ′ (x) = − cos ( 1x)+ 2x sin ( 1x) , x 	= 0,
e´s discontı´nua a l’origen pero`, en canvi, e´s D-contı´nua en qualsevol inter-
val que contingui l’origen d’acord amb el teorema de Darboux 1.24, pa`-
gina 41. 
Pero` el que e´s realment curio´s e´s que una funcio´ pugui ser D-contı´nua i
alhora discontı´nua, en el sentit de Cauchy, en tots i cada un dels punts.86
Exemple 3. La funcio´ ϕ(x), la definim per casos de la manera segu¨ent.
D’entrada, escrivim el nombre real x ∈ [0, 1] en el sistema de numeracio´
decimal (lema 1.17). Resulta que
x =
a1
10
+
a2
102
+
a3
103
+
a4
104
+ · · · 87
Definim la funcio´ ϕ(x) per casos:
ϕ(x) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
0, si a1a3, · · · , no e´s perio`dic;
a2n
10
+
a2n+2
102
+
a2n+4
103
+ · · · , si a1a3, · · · , e´s perio`dic i el
primer perı´ode comenc¸a a a2n−1.
Ara hem de veure que aquesta funcio´ ϕ(x), en cada interval, per petit
que sigui, pren tots els valors de [0, 1]. Aixo` fa que sigui discontı´nua en el
sentit de Cauchy.
Siguin, doncs, 0 < r < s < 1, on r, s ∈ R. Suposem que
r = 0′a1a2a3 . . . akak+1 . . . ,
86. Vegeu [Lebe04, nota, p. 90].
87. La base de numeracio´ no e´s essencial. El que sı´ e´s essencial, en la construccio´ que
farem, e´s no admetre que, a partir d’un lloc en endavant, tots els dı´gits siguin igual a b− 1,
on b e´s la base; caldra` substituir-los per 0. Aixı´, en base 10, s’escriu el nu´mero 0,2 . . . en
lloc del nu´mero 0,1999 . . . , i 1 . . . en lloc de 0,9999 . . . .
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Considerem el nombre real
r′ = 0′a1a2 . . . (ak + 1)000 . . .
O`bviament r′ > r, i r′ − r < 110k . Si agafem k prou gran, tenim que
r′ < s. Existeix, doncs, un senar, 2 + 1, prou gran, per al qual
s′ = r′ +
1
102 +1
< s.
De tot aixo`, en resulta que
r′ = 0′a1a2 . . . (ak + 1)00 . . . 00
2 +1
| 000 . . . ,
s′ = 0′a1a2 . . . (ak + 1)00 . . . 01
2 +1
| 000 . . . .
Agafem ara un nombre real
0′b1b2b3 . . .
arbitrari, amb la limitacio´ de la nota 87, i considerem
ξ = 0′a1a2 . . . (ak + 1)00 . . . 0
m
|01b11b21b3 . . .
E´s obvi que r′ < ξ < s′ i, de retruc, que r < ξ < s.
Finalment, per definicio´,
ϕ(ξ) = 0′b1b2b3 . . . 88 
A me´s, a difere`ncia del que passa amb la continuı¨tat de Cauchy, la
suma de dues funcions D-contı´nues no e´s necessa`riament D-contı´nua.
88. A me´s, no pren cap valor a fora de l’interval [0, 1]. Per tant, per passar d’un valor α
a un valor β , ha de passar per tots els valors de [0, 1] i, de retruc, per tots els valors entre
α i β .
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Exemple 4. Considerem les funcions D-contı´nues
f1(x) = sin
1
x
, per a x 	= 0, i f1(x) = 1,
f2(x) = − sin 1x , per a x 	= 0 i f2(x) = 1
La suma
f1 + f2 = 0 per a x 	= 0 i f1(0)+ f2(0) = 2
nome´s pren els valors 0 i 2. Per tant, no e´s D-contı´nua. 
Aquests exemples «posen de manifest la necessitat de disposar de defini-
cions precises» i, alhora, el valor que tenen els exemples —i els contra-
exemples— per aclarir les qu¨estions cada cop me´s complexes, quelcom
molt viu a l’e`poca de Weierstrass.89
E´s curio´s, en canvi, observar que una funcio´ derivada mai no pot anar
d’un valor a un altre sense passar per tots els valors intermedis.90
Lema 1.24 (Teorema de Darboux). Sigui f(x) una funcio´ real derivable a
l’interval I := [a, b]. Si  e´s un nombre real compre`s entre f ′(a) i f ′(b), aleshores
hi ha un valor ξ ∈ [a, b] amb f ′(ξ) = .
Podem enunciar-lo de la forma alternativa segu¨ent:
Lema 1.25 (Teorema de Darboux). Sigui f(x) una funcio´ real derivable a
l’interval I := [a, b]. Aleshores f ′〈I〉 e´s un interval de R.
Fem dues demostracions: la primera, elemental, basada en les propietats
de les funcions reals de variable real; i la segona, una mica me´s elaborada,
basada en les propietats topolo`giques dels subconjunts de R.
89. Tampoc no n’hi ha prou que f tingui la propietat de Darboux en [a, b] i prengui cada
valor una sola vegada. Ara be´, si la funcio´ f e´s mono`tona en [a, b], la propietat de Darboux
equival a la continuı¨tat. Vegeu [Reyp15].
90. Vegeu [Lebe04, p. 89].
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Demostracio´. a) Suposem que a < b i que f ′(a) <  < f ′(b).91 Considerem
la funcio´ g : [a, b] → R, definida per g(x) = f (x)−  x,  ∈ R.
Per hipo`tesi, la funcio´ g(x) e´s derivable a l’interval [a, b] —per tant, e´s
contı´nua en [a, b]—.92 Per tant, g(x) te´ un «mı´nim» a [a, b]93 i la derivada
e´s: g′(x) = f ′(x) − . En consequ¨e`ncia, g′(a) = f ′(a) −  < 0 i g′(b) =
f ′(b)−  > 0.
Si el mı´nim l’atrape´s en el punt a, aleshores g(x)−g(a)x−a ≥ 0, per a tot
x ∈ (a, b]. Pero` aixo` no e´s possible, ate`s que g′(a) < 0.
Pero`, ana`logament, el mı´nim no pot trobar-se en el punt b.
Se’n segueix que el mı´nim s’atrapa en un punt ξ ∈ (a, b); en conse-
qu¨e`ncia, e´s un mı´nim relatiu. I, per fi, g′(ξ) = 0. O sigui f ′(ξ) = .94 
b) Sigui U =
{
(x, y) ∈ I × I, x < y}.
Definim la funcio´ g(x) real de variable real sobre U ,
g(x) =
f (y)− f (x)
y− x .
El conjunt U e´s connex de R2, ja que e´s un convex de R2.95
La funcio´ g(x) e´s contı´nua. Per tant, g〈U〉 e´s un conjunt connex de R.
O sigui, e´s un interval.
D’altra banda, tenim que f ′〈I〉 ⊂ g〈U〉—per la definicio´ de derivada.
D’altra banda, el teorema dels increments finits diu que g〈U〉 ⊂
f ′〈I〉.96
En resulta que la imatge de f ′〈I〉 es toba entre l’interval g〈U〉 i
l’adhe`rencia de g〈U〉; o sigui g〈U〉 ⊆ f ′〈I〉 ⊂ g〈U〉. En definitiva, f ′〈I〉
e´s un interval. 
91. El cas f ′(b) <  < f ′(a) e´s ana`leg.
92. Vegeu [Teix68, p. 245] i [Orte90, p. 133].
93. E´s el teorema de Weierstrass. Vegeu [Teix68, p. 228] i [Orte90, p. 101].
94. Vegeu [Olse04].
95. Si l’interval esta` fitat e´s un triangle.
96. Vegeu [Lag01, p. 270] per a un enunciat primerenc del teorema dels increments fi-
nits. Per a una exposicio´ actual, vegeu [Teix68, p. 254] i [Orte90, p. 141].
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1.4. Apareix el Cours d’Analyse d’A. L. Cauchy
Malgrat la importa`ncia del text de Bolzano, esmentat a § 1.1, pa`gina 13,
no fou fins que l’any 1821 aparegue´ el Cours d’Analyse d’Augustin Louis
Cauchy que els conceptes de lı´mit, continuı¨tat, converge`ncia de nombres, fun-
cions i se`ries no adquiririen la importa`ncia que encara avui tenen en els cur-
sos reglats introductoris d’ana`lisi matema`tica en les carreres cientı´fiques i
te`cniques, en general, i en l’ensenyament de matema`tiques, en particular.
Han esdevingut eines especı´fiques pro`pies de l’estudi i de la recerca de la
matema`tica. E´s un text, com s’ha assenyalat, que tingue´ un impacte—i una
empremta— que canvia` la manera d’entendre l’ana`lisi matema`tica i que,
com deia, ha perviscut fins ara.
1.4.1. Introduccio´
Augustin Louis Cauchy97
Als vint-i-dos anys, quan tot just acabava d’acon-
seguir la primera feina com a enginyer, aquest
insigne matema`tic france`s, reialista i conserva-
dor, a la confere`ncia «Sur les limites des con-
naissances humaines»,98 llegida el 14 d’octubre de
1811—deu anys abans del famo´s curs d’ana`lisi—,
adrec¸ant-se a la Socie´te´ Acade´mique de Cher-
bourg, despre´s d’exposar la seva concepcio´ ge-
neral de les cie`ncies i, un cop hague´ parlat de les
llengu¨es, la geografia i la quı´mica, expressa` un cert
pessimisme en relacio´ amb la matema`tica, inspi-
rat molt probablement per les opinions de Joseph
Louis Lagrange.99
97. Augustin Louis Cauchy (Parı´s [Franc¸a], 21 d’agost de 1789 – Sceaux [Franc¸a], 23 de
maig de 1857).
98. Vegeu [Cauc11].
99. Vegeu [Pla15, p. 138]. Joseph Louis Lagrange (Torı´ [Ita`lia], 25 de gener de 1736 –Parı´s
[Franc¸a], 10 d’abril de 1813).
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Que` puc dir de les cie`ncies exactes: la part me´s important sembla haver assolit
el perı´ode me´s alt. L’aritme`tica, la geometria, l’a`lgebra, les matema`tiques
transcendents so´n cie`ncies que podem considerar acabades, i solament queda
la tasca de fer-ne aplicacions u´tils.100
So´n unes paraules que no poden deixar de sorprendre en un dels
matema`tics me´s productius i me´s influents del segle xix i que solament
podem atribuir a la jovenesa.101
I, aixo` no obstant, l’any 1821, a la introduccio´ del Cours d’Analyse,
precisa:
Pel que fa als me`todes, he procurat donar-li el mateix rigor que s’exigeix en
geometria, de manera que jamai s’hagi de reco´rrer a les raons que hom pot
adduir de l’a`lgebra. Les raons d’aquesta mena, si be´ admeses comunament,
sobretot en els passos que menen de les se`ries convergents a les se`ries diver-
gents, i de les quantitats reals a les expressions imagina`ries, nome´s poden ser
considerades, al meu parer, com a induccions adequades per fer-nos pres-
sentir algunes vegades la veritat, pero` que s’ajusten molt poc a l’exactitud de
la qual es vanen les cie`ncies matema`tiques. [...]102
Determinant aquestes condicions i aquests valors, i fixant d’una manera
precisa el sentit de les notacions de les quals em serveixo, fare´ que aquesta
mena d’incerteses desaparegui. [...]103
Per tal de mantenir-me fidel als meus principis, m’he vist obligat a
acceptar algunes proposicions que, d’antuvi, semblen una mica dures. Per
exemple, al capı´tol vi, enuncio: «Una se`rie divergent no te´ suma». [...]104
Espero que les proposicions d’aquesta mena impliquin sortosament
la necessitat d’imposar me´s precisio´ en les teories i de fixar restriccions
100. Vegeu [Cauc11, p. 6].
101. Recordem, encara que nome´s sigui de passada, que l’obra completa ocupa 27 volums
i e´s, despre´s de la de Leonhard Euler (Basilea [Suı¨ssa], 15 d’abril de 1707 – Sant Petersburg
[Ru´ssia], 18 de setembre de 1783), la me´s copiosa de la histo`ria de la matema`tica.
102. Vegeu [Cauc21, p. ii-iii]. En angle`s, hom pot consultar l’edicio´ anotada [Cauc09].
103. Vegeu [Cauc21, p. iii].
104. Vegeu [Cauc21, p. iv].
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u´tils a afirmacions massa esteses, i esdevenguin profitoses a l’ana`lisi i propor-
cionin forc¸a temes de recerca que no so´n pas exempts d’importa`ncia. [...]105
Aixı´, abans d’efectuar la suma d’una se`rie, cal examinar quines d’aques-
tes se`ries so´n sumables, o, en altres paraules, quines so´n les condicions de
la seva converge`ncia; i, en aquest aspecte, he establert regles generals que
espero que siguin mereixedores d’una certa atencio´.106
Fixem-nos que, en aquesta citacio´, queda prou palesa la importa`ncia
que Cauchy confereix a les se`ries.
I com sabem tots els qui ens hi hem apropat alguna vegada a la vida,
en matema`tiques el rigor comenc¸a per definicions precises i continua per
les deduccions lo`giques rigoroses que hom pot fer amb les propietats dels
objectes acuradament definits. Aixo` obliga, doncs, Cauchy a donar aquestes
definicions amb el ma`xim de rigor possible.
D’antuvi, «per evitar qualsevol mena de confusio´ en el llenguatge i
l’escriptura alge`briques, en aquests preliminars fixarem els valors d’alguns
termes i de certes notacions».107 Introdueix —un avenc¸ important en la
notacio´ posterior— el valor absolut, que anomena valor nume`ric.108
Tot seguit, introdueix el concepte de lı´mit d’una quantitat variable:
Anomenen quantitat «variable» la que e´s susceptibe de rebre diversos valors
successius diferents.109
Quan els valors successius atribuı¨ts a una mateixa variable s’apropen
indefinidament a un valor fix, de manera que s’aconsegueix que difereixin
tambe´ tan poc com desitgem, aquest valor fix s’anomena lı´mit de tots els
altres.110
105. Vegeu [Cauc21, p. v].
106. Vegeu [Cauc21, p. v].
107. Vegeu [Cauc21, p. 1].
108. Vegeu [Cauc21, p. 2].
109. Vegeu [Cauc21, p. 4].
110. Vegeu [Cauc21, p. 4]. Val la pena observar que en la definicio´ omet el recurs al valor
absolut, una imprecisio´ que li portara` problemes ulteriors.
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E´s ha`bil per traduir els conceptes d’infinitament petit —«aquella va-
riable que tendeix111 a zero»— i de les quantitats infinites,±∞ o infinitament
gran —«aquella variable que creix [en valor absolut] me´s que qualsevol
quantitat»—,112 al concepte de lı´mit. I introdueix el sı´mbol de L’Huilier
—lı´m—113 per indicar el lı´mit u´nic d’una successio´ o d’una funcio´.114
Veiem com usa el lı´mit en la formulacio´ i demostracio´ del teorema
segu¨ent:
Teorema 1.26 (Teorema I). Si, per a valors creixents de x, la difere`ncia
f(x+ 1)− f(x) convergeix a un lı´mit k, la funcio´ f(x)x convergeix al mateix lı´mit.
Demostracio´. Suposem que k e´s finit i sigui ε > 0 un nombre tan petit com
vulguem. Podem aleshores donar al nombre h un valor tan considerable
com calgui per tal que, si z ≥ h, la difere`ncia de la qual parlem estigui dins
l’interval de lı´mits k− ε, k+ ε.
Sigui ara n un nombre natural arbitrari i considerem la mitjana
aritme`tica
f (h+ n)− f (h)
n
de les quantitats f (h + 1) − f (h), f (h + 2) − f (h + 1), . . . , f (h + r)−
−f (h+r−1), . . . , f (h+n)− f (h+n−1). Es troba entre k−ε i k+ε. O sigui,
f (h+ n)− f (h)
n
= k+ α, amb − ε < α < +ε. (3)
Fem ara x = h+ n. Tindrem
f (x)− f (h)
x− h = k+ α, (4)
d’on se’n conclou que f (x) = f (h)+ (x− h) (k+ α). I, en definitiva, resulta
que
111. Usaren «tendeix» en lloc de «te´ lı´mit».
112. Vegeu [Cauc21, p. 4-5].
113. Vegeu [Schul3, primera part].
114. Vegeu [Cauc21, p. 13].
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f (x)
x
=
f (h)
x
+
(
1− h
x
)
(k+ α). (5)
Ara deixem fix h i fem cre´ixer n, fent que tendeixi a l’∞, per tal que
creixi x. Aleshores tant f (h)x com
h
x de (5) tendeixen a zero. En resulta que el
segon membre de l’equacio´ (5) tendeix a un lı´mit de la forma k+ α i, per
la desigualtat de (3),
f (x)
x
es troba entre k− ε i k+ ε,
com volı´em. 
Seguidament, Cauchy escriu
lı´m
f (x)
x
= k = lı´m
(
f (x+ 1)− f (x)).115
S’adona tambe´ de la possibilitat que una quantitat variable tingui me´s
d’un lı´mit, aportant el concepte del que avui coneixem com a «punt o valor
adherent» d’una variable o d’un successio´.116
1.4.2. La continuı¨tat puntual d’una funcio´
La definicio´ de funcio´ no e´s excessivament original, pero` sı´ que ho e´s el fet
de distingir si e´s una funcio´ amb un o diversos valors. I, a la pa`gina 21,
precisa que «perque` la funcio´ estigui ben determinada» cal que «cada valor
de la variable [independent] determini el valor de la funcio´».117
115. Despre´s [Cauc21, p. 56] analitza el cas en que` x = ∞, que ometo perque` no afegeix
res al que m’interessa posar de manifest: el maneig dels conceptes en l’obra de Cauchy.
116. Vegeu [Cauc21, p. 13]. Do´na com a exemples les funcions 1x i sin
1
x ; ambdues presenten
dos lı´mits: ±∞, la primera, i ±1, la segona. Escriu lı´mitx→0(( 1x )) i lı´mitx→0(( sin 1x )) per
indicar aquesta duplicitat.
117. Vegeu [Cauc21, p. 21]. E´s el concepte que adoptara` Dirichlet a [Diri37, p. 140].
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E´s, pero`, al capı´tol segon on Cauchy —despre´s de precisar que` en-
tendra` per «quantitats infinitament petites i grans»—118 introdueix el con-
cepte de continuı¨tat d’una funcio´, amb una definicio´ molt propera a la de
Bolzano, pero` usant ja el concepte de valor absolut. Diu:
Definicio´ 1.27 (Definicio´ de continuı¨tat de Cauchy). Sigui f(x) una funcio´
de la variable real de variable real x, definida unı´vocament en un interval [α, β].
Direm que e´s contı´nua per a la variable x si, i nome´s si, per cada valor de x
intermedi entre els lı´mits α i β, el «valor nume`ric» de la difere`ncia f(x+ a)− f(x)
decreix infinitament amb [el decreixement de] a.119
I, amb la intencio´ d’aclarir-la, en fa una descripcio´ me´s lingu¨ı´stica.
Aquesta definicio´, la precisara` Weierstrass cinquanta anys me´s tard
amb els termes segu¨ents:120
Definicio´ 1.28 (Definicio´ de continuı¨tat deWeierstrass). Una quantitat y e´s
una funcio´ contı´nua d’una quantitat x, si elegida una quantitat ε, podem establir
l’existe`ncia d’una quantitat δ de manera que, per a tot valor de x compre`s entre
x0−δ . . . x0+δ, els valors corresponents de y es troben entre y0− ε . . . y0+ ε.121
Podem adonar-nos que, per a Weierstrass, la continuı¨tat de la funcio´
y = f (x) e´s puntual; s’estableix per al punt
(
x0, y0 := f (x0)
)
. Aquesta
definicio´, tanmateix, la deixara` en la forma actual Heine.
Definicio´ 1.29 (Definicio´ de continuı¨tat de Heine). Una funcio´ f(x) e´s contı´-
nua en el valor particular x = X si, i nome´s si, per a cada quantitat donada
118. Vegeu [Cauc21, p. 26].
119. Vegeu [Cauc21, p. 34-35]. Val la pena observar que no do´na pas, de fet, la definicio´
puntual estricta —o en tot cas no queda del tot clar—, sino´ per als punts d’un interval
tancat. Vegeu [Cauc09, nota 6, p. 26].
120. Gerhard Wanner [Hair96, p. 171] ofereix un dibuix realment agradable i suggeridor
que vol expressar de forma gra`fica el dia`leg intel·lectual entre Cauchy i Weierstrass, un
dia`leg pregon que anirem retrobant d’ara endavant i que assoleix el punt a`lgid en el cas de
les se`ries, com veurem a § 2.2, pa`gina 66.
121. Vegeu [Weie74, p. 311].
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per endavant ε, petita, existeix un nombre positiu η0 per al qual es compleix la
propietat: per a cap η me´s petit que η0 el valor absolut de f(x+ η)− f(x) no pot
excedir mai ε.
Una funcio´ f(x) e´s contı´nua del valor x = a al valor x = b si, i nome´s si, per
a cada un dels valors x = X que hi ha entre a i b, inclosos x = a i x = b, f(x) e´s
contı´nua.122
Ja no queda cap mena de dubte de la qualitat «puntual» de la definicio´ de
continuı¨tat d’una funcio´, una qualitat que s’assoleix pas a pas, i del fet que la
continuı¨tat en un interval [a, b] es do´na quan es do´na la continuı¨tat puntual
en cada un dels punts de [a, b].
E´s, doncs, un concepte que s’inicia l’any 1817 i culmina l’any 1872
—calen cinquanta anys per assolir-ne la precisio´ que el rigor matema`tic
demana als seus conceptes— gra`cies a les aportacions de Weierstrass.123
Val la pena d’observar com n’e´s de lenta, en moltes ocasions, la com-
prensio´ total i correcta dels conceptes que van apareixent en el desenvolu-
pament de la matema`tica.
Vegem de quina manera les nocions incipients poden portar a certs
errors.
Una imprecisio´ de Cauchy. Cauchy, per tal d’estendre la continuı¨tat a
les funcions de diverses variables, prova «fa`cilment»—hom podria esperar
que fos el me´s natural— que «si so´n contı´nues per a cada variable, separa-
dament, ho so´n tambe´ com a funcio´ de les dues variables»,124 un resultat
122. Vegeu [Hein72, p. 182].
123. Alfred Prinsheim (Oława [Sile`sia prussiana], 2 de setembre de 1850 –Zuric [Suı¨ssa],
25 de juliol de 1941), a Encyclope´die des sciences mathe´matiques, afirma: «Weierstrass ha estat
el primer que ha donat al lı´mit d’una funcio´ tota la precisio´ de la qual e´s susceptible» (citat
a [Duga78, p. 64]). I el primer manual d’ensenyament de l’ana`lisi [Stol93], d’Otto Stolz
(Hall in Tirol [A`ustria], 3 de juliol de 1842 – Innsbruck [A`ustria], 25 d’octubre de 1905
)
,
s’inspira en les idees deWeierstrass i do´na la definicio´ actual de lı´mit, la qual, segons afirma,
e´s la de Weierstrass.
124. Vegeu [Cauc21, p. 46].
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erroni com posaran de manifest Carl Johannes Thomae125 i H. A. Schwarz
amb els exemples respectius segu¨ents:126
a) La funcio´ f (x, y) = sin
(
4 arctan xy
)
, definida a l’entorn del punt
(0, 0), que e´s contı´nua per a x = 0 i per a y = 0 separadament, si fem
f (0, y) = f (x, 0) = 0.
b) La funcio´ f (x, y) =
⎧⎨
⎩
2 x y
x2 + y2
, si (x, y) 	= (0, 0),
0, si (x, y) = (0, 0).
127
Vegem com raona Cauchy:128
Teorema 1.30. Si f(x, y) e´s una funcio´ de dues variables x, y129 i suposem que
en les proximitats de certs valors X, Y atribuı¨ts a les variables, f(x, y) e´s contı´nua
respecte de x, i e´s contı´nua respecte de y. Hom prova «fa`cilment» que f(x, y) e´s
contı´nua respecte de (x, y) a les proximitats del punt (X, Y).
Demostracio´. Hem de veure simplement que f (X + α,Y + β)− f (X ,Y ) e´s
infinitament petit. Fa`cil:
f (X + α,Y )− f (X ,Y ) i f (X + α,Y + β)− f (X + α,Y )
so´n infinitament petits. La suma, doncs, tambe´ sera` infinitament petita. E´s
a dir,
125. Carl Johannes Tomae (Laucha an der Unstrut [Alemanya], 11 de desembre de 1840 –
Jena [Alemanya], 1 d’abril de 1921).
126. Vegeu [Thom70, p. 15] i [Schw72, p. 220]. Vegeu tambe´ [Duga03, p. 97], d’on he
extret tota aquesta informacio´.
127. Deixo, com a exercici, veure que efectivament so´n contraexemples. Un bon llibre
de contraexemples en ana`lisi matema`tica e´s [Gelb03]. Tambe´ deixo al lector que analitzi i
precisi que` cal entendre per «funcio´ contı´nua en un punt» quan la funcio´ te´ dues ome´s varia-
bles. Schwarz [Schw72, p. 220-221], als inicis dels estudis matema`tics —curs deWeierstrass
de 1861—, ja li dona` la definicio´ correcta, que e´s la que recull Heine a [Hein69, p. 46].
128. Observa quina e´s la mena d’error que l’insigne matema`tic france`s comet.
129. Cauchy considera el cas general d’un cert nombre de variable x, y, z . . . , i no ho enuncia
com un teorema, sino´ que ho exposa com a text explicatiu, pero` en fa la demostracio´. Vegeu
[Cauc21, p. 45-46; i l’edicio´ anglesa anotada, nota 15, p. 29].
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lı´m
(x,y)→(X ,Y )
f (x, y) = f (X ,Y ). 
I curiosament Cauchy e´s conscient del problema que plantegen «els
valors singulars» de les funcions —aquells que no queden determinats
per «la definicio´ de la funcio´», als quals cal donar un valor especı´fic i cal
reco´rrer al lı´mit o lı´mits de la funcio´ en aquell punt—. I diu:
La recerca dels valors singulars de les funcions e´s una de les qu¨estions me´s
importants i delicades de l’ana`lisi: ofereix me´s o menys dificultats segons la
naturalesa de les funcions i del nombre de variables que contenen.130
Alguns resultats de Weierstrass lligats a la continuı¨tat. Com ja he
dit (pa`gina 22), Weierstrass no coneixia cap demostracio´ dels teoremes
que actualment es coneixen com a teoremes de Bolzano-Weierstrass i
Weierstrass, pero` l’any 1870, sı´.131 Aixı´, Cantor132 fa una demostracio´ a la
qual afegeix, com a nota:
Aquesta demostracio´ es basa, en l’essencial, en el teorema que s’exposa
frequ¨entment i es demostra en el curs de matema`tica de Weierstrass:
[Teorema de Weierstrass]. Una funcio´ real contı´nua ϕ(x), definida en l’in-
terval (a . . . b) [compresos els extrems], atany el ma`xim g dels valors que pot
prendre, en almenys un punt x0 de la variable, o sigui ϕ(x0) = g.133
El primer esbo´s de demostracio´ correcta de Weierstrass, el trobem
en les notes de Georg Hettner134 del curs ine`dit de Weierstrass de 1874:
el teorema de Bolzano-Weierstrass —usant el fet que tota col·leccio´ infini-
ta de punts d’un interval te´ un punt d’acumulacio´—.135 Tambe´ hi trobem
130. Vegeu [Cauc21, p. 86-89].
131. Vegeu [Duga76, p. 6].
132. Georg Cantor (Sant Petersburg [Ru´ssia], 3 de marc¸ de 1845 –Halle [Alemanya], 6 de
gener de 1918.
133. Vegeu [Cant70, p. 141, nota] i tambe´ [Duga73, p. 77 i 120].
134. Georg Hettner (Jena [Alemanya], 21 d’agost de 1854 –Berlı´n [Alemanya], 24 de maig
de 1914).
135. Vegeu [Weie74, p. 304-310].
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una demostracio´ del teorema de Weierstrass,136 si be´ la primera demostra-
cio´ l’ofereix Heine a Die Elemente der Functionenlehre.137
L’obra deHeine reconeix alhora, d’entrada, tant les febleses com la im-
porta`ncia de les llic¸ons deWeierstrass, i—com ja he deixat pale`s abans— la
necessitat de disposar d’una construccio´ acurada dels nombres reals; la pre-
sentacio´ que fa es basa en idees que comparteix amb Cantor, a qui agraeix
«les comunicacions orals que han exercit una influe`ncia considerable en la
realitzacio´» de l’obra i a qui deu la «idea de definir» els nombres reals amb
les successions de Cauchy.138
L’avenc¸ de la teoria de funcions es veu travat fonamentalment pel fet que
a`dhuc les proposicions elementals, si be´ han estat demostrades per un savi
d’una gran finesa, encara ara es posen en dubte, de manera que els resul-
tats d’una recerca no so´n acceptats per tothom com a correctes, perque` ne-
cessiten basar-se en proposicions fonamentals indispensables. Considero que
aixo` es deu al fet que, vertaderament, els principis de Weierstrass s’han pro-
pagat de forma aı¨llada en cercles amplis, directament per les seves llic¸ons
o per altres comunicacions orals, i indirectament per les llibretes d’apunts
presos en les seves classes, pero` quemai no han estat publicades en una versio´
autentificada, de manera que no hi ha cap indret on hom pugui trobar-les
desenvolupades sistema`ticament.139
I tot seguit afegeix la rao´ essencial de les llacunes —que ja hem es-
mentat a bastament:
136. Vegeu [Weie74, p. 311-313].
137. Voldria indicar tanmateix el curs del matema`tic italia` Dini, en particular, [Dini78,
p. 46-51]. Atribueix a Weierstrass —ajuntant ambdo´s teoremes— el teorema segu¨ent: «La
imatge d’un interval finit i tancat [a, b] per una funcio´ contı´nua en [a, b] e´s un interval
[f (x1), f (x2)], essent x1 i x2, respectivament, els punts en els quals la funcio´ atany el mı´nim i
elma`xim». Per establir els resultats elementals, pero` me´s notables, de les funcions contı´nues
en un interval [a, b], es basa —com reconeix de forma explı´cita— en un resultat de Cantor
[Dini78, p. 47], que tractarem en el § 1.4.3. Esmento aquest text, malgrat que e´s poste-
rior al de Heine, perque` les notacions, la formulacio´ de les definicions i la forma de les
demostracions dels teoremes so´n d’una precisio´ i modernitat que sembla actual.
138. Vegeu [Hein72, p. 173].
139. Vegeu [Hein72, p. 172].
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La seva veritat reposa damunt de la definicio´, no gaire rigorosa, dels nombres
irracionals.140
I seguidament justifica la necessitat de l’obra que presenta, que diu,
«prove´ essencialment de comunicacions orals d’altres matema`tics i, en
particular, de Weierstrass» de manera que, a ell, solament cal atribuir-li
«l’exposicio´ d’un curs en el qual el que importa e´s no deixar cap llacuna
important», quelcom que aconsegueix fent una presentacio´ acurada dels
nombres irracionals, «en la qual ha reflexionat i resolt fa forc¸a temps».141
I finalment, justifica l’obra «perque`, en una d’ulterior, fara` falta trobar su-
port en aquests resultats».142
Estableix aleshores els teoremes fins ara esmentats: teorema de Bolza-
no-Weierstrass o del valor mitja`, i teorema de Weierstrass. I n’afegeix un
altre que atribueix a Cantor.143 Tanca aixı´ una aventura que, oberta per Bol-
zano l’any 1817, s’havia consolidat, com a intencio´, en el curs de 1861, del
qual tenim coneixement pels apunts de Schwarz, en que`, d’alguna manera,
Weierstrass fixa els objectius immediats; e´s, tambe´, en aquest curs, on
introdueix el concepte d’entorn (Nachbarschaft) d’un punt x0: «So´n els punts
x per als quals la difere`ncia x− x0, en valor absolut, no sobrepassa mai una
certa fita».144
1.4.3. La continuı¨tat uniforme
d’una funcio´ en un domini
Quan volem estendre la continuı¨tat puntual a un domini de punts, es plan-
teja una qu¨estio´ que, per molt natural que ens pugui semblar, es concreta` al
140. Vegeu [Hein72, p. 172].
141. L’exposa a la part A de [Hein72, p. 174-180], i reserva la part B a les funcions contı´nues.
Quina capacitat de sı´ntesi!
142. Vegeu [Hein72, p. 173-188].
143. Tots aquests resultats es deuen a Weierstrass, diu de forma insistent Heine, i afirma
que ell els ha conegut a trave´s de Schwarz i Cantor [Hein72, nota a peu de pa`gina, p. 182].
144. Vegeu [Duga73, p. 120-121], o [Weie61, p. 310-311].
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Heinrich Heine145
si de l’escola deWeierstrass; en concret, enHeinrich
Heine, en un resultat que ja no atribueix a altri.
En la definicio´ de continuı¨tat d’una funcio´ en
un interval [a, b], ate`s que, de fet, e´s puntual, «per a
cada ε > 0, existeix unδ(ε, x0), per a cada x0 ∈ [a, b]».
E´s a dir, per a cada ε no hi ha cap garantia que exis-
teixi un δ que valgui per a tots i cada un dels punts
de [a, b].
Tres exemples prou senzills so´n:
a) f (x) = 1x en (0, 1] i b) g(x) = x
2 en [0,∞):
en el primer cas, cal empetitir me´s i me´s δ quan ens
apropem a x = 0; en el segon, aixo` passa quan x
es fa gran.
Si considerem, en canvi, c) h(x) =
√
x en [0, 1], hi ha un δmı´n que, fixat
ε, val per a tots els x ∈ [0, 1].146
Quan aixo` darrer passa, diem que la funcio´ e´s «uniforme contı´nua».
E´s un concepte que trobem en les llic¸ons de Dirchlet de 1854 i en les de
Weierstrass de 1861, pero` la primera publicacio´ e´s la de Heine.
Definicio´ 1.31. Una funcio´ f(x) [real de variable real] e´s uniformement contı´nua
des de a fins a b en A si, i nome´s si, per a qualsevol quantitat positiva donada per
endavant ε, per petita que sigui, existeix una altra quantitat positiva η0 per a
la qual, per a tots els valors positius η me´s petits que η0, f(x ± η) − f(x) e´s me´s
petita que ε. Qualsevol que sigui el valor que prengui x, sempre que x ± η i x
pertanyin ambdo´s a la regio´ que hi ha entre a i b, tambe´ η0 ha de satisfer la
propietat exigida.147
I e´s en aquest context que apareix un teorema nou, molt important: el teo-
rema de Heine-Borel. Vegem-ne la motivacio´.
145. Heinrich Heine (Du¨sseldorf [Alemanya], 13 de desembre de 1797 –Parı´s [Franc¸a],
17 de febrer de 1856).
146. So´n exercicis simples i fa`cils de constatar.
147. Vegeu [Hein72, p. 184]. Heine ja l’havia publicat a [Hein69, p. 353]. Observem que,
malgrat la precisio´, Heine oblida l’u´s del valor absolut.
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Teorema 1.32. Si f e´s contı´nua de x = a fins a x = b, aleshores f e´s uniforme-
ment contı´nua.148
Demostracio´. La demostracio´ de Heine procedeix aixı´: pren una particio´ de
l’interval [a, b] determinada per punts [creixents] x1, . . . , xn−1 de manera
que, per a un ε > 0 donat,∣∣f (x1)− f (a)∣∣ = 3 ε ∧ x ∈ [a, x1] → ∣∣f (x)− f (a)∣∣ ≤ 3 ε,∣∣f (x2)− f (x1)∣∣ = 3 ε ∧ x ∈ [x1, x2] → ∣∣f (x)− f (x1)∣∣ ≤ 3 ε,
...
x ∈ [xn−1, b] →
∣∣f (x)− f (xn−1)∣∣ < 3 ε.
⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
(6)
Si hi hague´s una infinitat de punts xr en l’interval [a, b], aleshores, pel
teorema de Bolzano-Weierstrass, hi hauria un punt d’acumulacio´ X dins
l’interval [a, b].
Sigui ara η0 amb la propietat que
0 < η < η0 →
∣∣f (X )− f (X − η)∣∣ < ε. (7)
Ara be´, els punts xn, xn+1, xn+2, . . . pertanyen a l’interval [X − η,X ],
si agafem n suficientment gran. Aleshores, per la desigualtat triangular i
(7), tindrı´em:∣∣f (xn+1)− f (xn)∣∣ ≤ ∣∣f (xn+1)− f (X )∣∣+ ∣∣f (xn)− f (X )∣∣ < 2 ε, (8)
en contra de la definicio´ dels punts xr. Solament hi ha, doncs, un nombre
finit de punts xr. Heus acı´ la primera aparicio´ del teorema Heine-Borel.149
Aquest resultat permet que el teorema que es proposava quedi demostrat.
Seria, pero`, l’any 1895 quan E´mile Borel150 establiria per primera vegada
el resultat essencial que avui coneixem com el teorema de Heine-Borel.151
148. Vegeu [Hein72, p. 188].
149. L’any 1880, Weierstrass demostra a [Weie80, p. 157-158] un teorema basant-se en el
fet que un compacte del pla es pot recobrir amb un nombre finit de discs oberts.
150. Vegeu [Bore95, p. 51-52].
151. Per a una exposicio´ histo`rica del teorema, vegeu http://www.maa.org/publications/
periodicals/convergence/an-analysis-of-the-first-proofs-of-the-heine-borel-theorem-borels-proof .
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Hom pot considerar aquest lema com a evident; i, malgrat tot, en donare´
una demostracio´ per la importa`ncia que te´, basant-me en un teorema prou
interessant. E´s aquest: Si damunt d’una recta tenim una infinitat d’intervals, de
manera que cada punt de la recta sigui interior a un d’aquests intervals, hom pot
determinar efectivament un nombre limitat d’intervals elegits entre els que s’han
donat amb la mateixa propietat (tot punt de la recta e´s a l’interior d’un d’aquests
intervals). Cal entendre que la paraula interior es pren en el sentit estricte
que s’exclouen els extrems; e´s fa`cil constatar que sense aquesta condicio´ el
resultat e´s fals. Hom podria demostrar directament que tot punt de la recta
es troba necessa`riament a l’interior d’un interval de rang limitat (que els su-
posem numerats d’acord amb una llei), pero` la demostracio´ segu¨ent sembla
me´s avantatjosa atesa la naturalesa de les coses.
Partim d’un extrem A de la recta, i sigui AiBi un dels intervals que conte´
el punt A. Sigui Ai1Bi1 un dels intervals que conte´ el punt Bi,Ai2Bi2 un dels
que conte´ el punt Bi1 , etc. Suposem, e´s clar, que el punt A designa l’extrem
esquerre dels intervals i B l’extrem dret. Els punts Bi1 ,Bi2 ,Bi3 . . . , si no asso-
leixen l’extrem B de la recta —i aleshores el teorema quedaria provat— te´ un
lı´mit Biw i es troba dins d’un interval Aiw+1 ,Biw+1 de manera que Aiw+1 es troba
entre Bim−1 i Bim . Podem, doncs, refusar els intervals d’extrems Aim+k ,Bim+k i
tindrem una successio´ ininterrompuda d’intervals de la recta. A partir d’a-
quest nou inici refem el raonament anterior, passant al lı´mit quan calgui i
mostrant que aleshores pot conservar nome´s una quantitat infinita dels inter-
vals considerats. Afirmo que atraparem necessa`riament l’extren B de la recta,
ja que si no fos aixı´ obtindrı´em una se`rie infinita d’intervals amb extrems
Bi1 ,Bi2 , · · · ,Biw , · · · ,Bi2w , · · · ,Biw2 , · · · ,Biww , · · ·
essent els ı´ndexs tots els nombres de la segona classe [e´s a dir, ordinals lı´mits]
(definits per Cantor). Pero` aquests ı´ndexs so´n tambe´ en un cert ordre els
nombres naturals, en la totalitat o en part. I aixo` e´s una contradiccio´, ja que
la segona classe de nombres constitueix un conjunt de segona classe.
Aixı´, emprant el procediment regular indicat, s’arribara` necessa`ria-
ment a determinar efectivament un nombre finit d’intervals que recobrira` tota
la recta. Fixem-nos que el principi de la demostracio´ recau sobretot en el fet
que el puntAiw es troba necessa`riament a l’esquerra del punt Biw , quelcomque
no podem afirmar si l’expressio´ interior s’estengue´s als extrems. E´s, a me´s, fa`-
cil veure que, en aquest cas, el teorema e´s fals.152
152. Vegeu [Bore95, p. 51-52].
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Tres anys me´s tard, en fara` una demostracio´ basada en el «teorema
dels intervals encaixats».153 Val a dir que sera` en el curs Peccot de 1902-
1903 sobre integracio´ quan Henri Lebesgue154 indica que la hipo`tesi que el
conjunt sigui numerable e´s supe`rflua.155 E´s, pero`, en un article datat el 26
de marc¸ de 1904 titulat «El teorema deHeine-Borel» on Oswald Veblen156
indica que el teorema de Borel es trobava ja implı´cit en la demostracio´ de
Heine de la continuı¨tat uniforme. A me´s, fa notar que aquest teorema
implica el teorema de Weierstrass afirmant que, de tota successio´ de punts
d’un interval tancat i fitat, en podem extreure una subsuccessio´ que conver-
geix en un punt d’aquest interval. Indica tambe´ que el teorema de Heine-
Borel e´s una consequ¨e`ncia del «teorema de la talladura de Dedekind».157
Aquest teorema que, a voltes, anomenem teorema de Borel-Lebesgue
i a voltes teorema de Heine-Borel, l’haurı´em d’anomenar «teorema de
Heine-Borel-Lebesgue».
153. Vegeu [Bore98, p. 42-43]. Aquesta e´s una de les demostracions que trobem en els
textos reglats d’ana`li actuals. Per aixo` val la pena de reproduir-la. «En efecte, si numerem
els intervals segons una llei, hi ha un nombre N de manera que tots els punts de la recta
so´n a l’interior dels intervals d’ı´ndex ≤ N . Perque`, si no fos aixı´, aleshores, per a cada n,
hi hauria un punt que no estaria en cap dels intervals d’ı´ndex superior a n. E´s clar que,
si dividim el segment de recta en dues parts iguals, almenys una d’elles tindra` la mateixa
propietat, ja que si per a cada un d’ells existı´s un nombre —com ara N ′ i N ′′— el suprem
dels dos serviria per al segment de recta. Seguim el procediment, i en cada cas agafem el
segment que no te´ associat el nombreN . Tindrem una successio´ de segments encaixats cada
cop me´s i me´s petits amb la propietat segu¨ent: per a cada n, hi ha un punt que no es troba en cap
interval de rang inferior a n. Pero` aquests segments encaixats, cada un d’amplada la meitat de
l’anterior, defineixen un punt lı´mit α. Per hipo`tesi, es troba a l’interior d’un interval de rang
k ja que el nombre d’intervals l’hem suposat numerable. Els extrems ak, bk d’aquest interval
so´n diferents de α. Aquest interval
[
ak, bk
]
compre`n del tot un dels intervals que contenen α i
aixo` e´s absurd perque` els punts d’aquest segment estarien tots dins l’interval
[
ak, bk
]
l’ı´ndex
del qual —el «rang», diu Borel— e´s un nombre fix. En resulta que N ha d’existir».
154. Henri Le´on Lebesgue (Beauvais [Franc¸a], 28 de juny de 1875 –Parı´s [Franc¸a], 26 de
juliol de 1941).
155. Vegeu [Duga89, p. 99].
156. Oswald Veblen (Decorah [Iowa, EUA], 24 de juny de 1880 –Brooklin [Maine, EUA],
10 d’agost de 1960).
157. Vegeu [Vebl04, p. 100-101]. Per a me´s informacio´, vegeu l’adrec¸a electro`nica de la
nota 151, o be´ [Duga03, p. 272-277].
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1.4.4. La derivacio´ en Cauchy i Weierstrass
Si be´ el concepte informal de derivada—pensat com a pendent de la tangent
geome`trica a una corba en un punt— i formalment en el cas de les funcions
polino`miques s’havia estudiat ja abans del text de Cauchy,158 cal esperar
aquesta obra per disposar de la definicio´ basada en el lı´mit.
E´s curio´s observar que el primer recull de notes de les llic¸ons de
Weierstrass —el que fe´u Schwarz— es tituli Differentialrechnung, Sommer
Semester 1861, com si es volgue´s posar de manifest no tant les qu¨estions re-
latives a la continuı¨tat, sino´ a la diferenciacio´ de les funcions i de les se`ries
de funcions. Per aixo` tancare´ aquest para`graf indicant algunes qu¨estions
relatives a la derivacio´ de funcions reals de variable real, fent e`mfasi en les
aportacions de Cauchy i Weierstrass.
Cauchy. En el text de Cauchy de 1821, llegim:
D’entre les fraccions que convergeixen quan la variable α tendeix a zero, cal
considerar la segu¨ent:
f (x+ α)− f (x)
α
, (9)
sempre que a x se li atribueixi un valor a l’entorn del qual f (x) sigui contı´nua.
Amb aquestes condicions, la difere`ncia f (x+ α)− f (x) e´s una quantitat
petita. Podem observar que aquesta quantitat e´s un infinitament petit de
primer ordre, de manera que el quocient (9) convergeix de forma ordina`ria,
quan el valor nume`ric de α disminueix, vers un lı´mit petit diferent de zero.159
O`bviament, la derivabilitat implica la continuı¨tat.160
Val a dir que on Cauchy recull el ca`lcul diferencial d’una forma
explı´cita e´s als textos de 1823 i 1829.161 A les llic¸ons setena i quarta, respec-
158. Recordem, per exemple, que Rolle havia establert l’antecedent del teorema de Rolle
[Roll90, llibre ii, capı´tol v, p. 124 i segu¨ents], i Lagrange el teorema del valor mitja` [Lagr97,
p. 83; i 90-95].
159. Vegeu [Cauc21, p. 65].
160. Vegeu [Cauc21, p. 65] o [Cauc29, p. 9].
161. Vegeu [Cauc23] i [Cauc29].
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tivament, estableix el teorema del valor mitja` o «dels increments finits».162
Les demostracions que en fa estan plenes de llacunes.163 Tanmateix, en una
addenda del Resume´ el dedueix—com a corol·lari— del que avui anomenem
«teorema de Cauchy» del ca`lcul diferencial —que demostra d’una manera
forc¸a rigorosa per a l’e`poca—.164
Weierstrass. Caldra` esperar el text de Weierstrass que proporciona
Schwarz per afinar una mica me´s en aquestes qu¨estions.
D’entrada fixem-nos en la manera com Weierstrass —segons
Schwarz— defineix la derivada d’una funcio´: «La variacio´ total f (x+ h)−
f (x) [...] es pot descompondre en dos termes [...]».165 Ho podem formalitzar
aixı´:
Definicio´ 1.33. Una funcio´ f(x) e´s diferenciable en el punt x0 si, i nome´s si,
existeixen un nu´mero f ′
(
x0
)
i una funcio´ r(x), contı´nua en el punt x0 i amb
r
(
x0
)
= 0, de manera que
f(x) = f
(
x0
)
+ f ′
(
x0
) (
x− x0
)
+ r(x)
(
x− x0
)
. (10)
Aquesta definicio´ te´ l’avantatge que no necessita el lı´mit en introduir
la funcio´ contı´nua r(x); a me´s, mostra de forma explı´cita la recta tangent
a la corba y = f (x) en el punt x0: f
(
x0
)
+ f ′
(
x0
) (
x− x0
)
.
Aquesta definicio´ implica de forma trivial la continuı¨tat de les funcions
diferenciables —ambdo´s conceptes definits puntualment— i encara sera`
la base damunt la qual s’establira` la teoria de la diferenciabilitat quan les
funcions siguin de dues variables.
Li permet, a me´s, establir amb facilitat el lema segu¨ent:
Lema 1.34 (Lema de Weierstrass). Si f(x) i f ′(x) prenen valors finits i amb-
dues so´n contı´nues a l’interval [a, b] i, a me´s, f ′(x) > 0 en [a, b], aleshores
f(b) > f(a) i so´n, respectivament, els valors ma`xim i mı´nim de f(x) a [a, b].
162. Vegeu [Cauc23, llic¸o´ setena, p. 25] i [Cauc29, llic¸o´ quarta, p. 36].
163. Vegeu [Flet74, p. 68] i [Grat80, edicio´ castellana, p. 149].
164. Vegeu [Cauc23, Addenda, edicio´ electro`nica, p. 243-256].
165. Vegeu [Weie61, p. 5].
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Demostracio´. E´s clar que, per a cada x i h, amb x, x + h ∈ [a, b], f (x+ h)−
f (x) > 0. E´s a dir, f (x) creix, dins [a, b] amb x. 
La derivacio´ de Weierstrass en paraules de Schwarz. Aquesta e´s la
definicio´ que usa Schwarz en la carta que adrec¸a a Cantor l’any 1870
—sempre com a seguidor de la inspiracio´ weierstrassiana, «tot aixo` ho
faig seguint les notes del curs de Weierstrass»— on estableix el teorema
segu¨ent:166
Hermann A. Schwarz167
Teorema 1.35 (Teorema de Schwarz-Weierstrass).
Si, per a un x0 especı´fic de l’interior de l’interval [a, b], la
derivada de la funcio´ f(x) e´s no nula, aleshores, sempre hi
ha valors de x de l’entorn de x0 per als quals f(x) > f
(
x0)
i d’altres per als quals f(x) < f
(
x0).
Per fer-ne una demostracio´ correcta li calen els lemes
segu¨ents:
Lema 1.36 (I. Lema). Si, per a cada x ∈ [a, b], lı´m
h→0
f(x+ h)− f(x)
h
= 0,
aleshores f(x) e´s constant.
Demostracio´. Suposem que f ′
(
x0
) 	= 0 i sigui x de l’interval de x0; e´s a dir,
x = x0 + h. Aleshores
f
(
x0 + h
)− f (x0) = h(f ′(x0)+ r(x)),
on r(x) := r
(
x0, h
)
e´s una certa funcio´ que per a tot x es fa petita amb
h. Per hipo`tesi, podem aconseguir que r(x0, h) ≤ f ′
(
x0
)
, agafant h prou
petit. Agafant, doncs, |h| < δ, resulta que f ′(x0) + r(x0, h) i f ′(x0) tenen
el mateix signe. Per tant, la difere`ncia f
(
x0 + h
) − f (x0) canvia de signe
amb h. 
166. Vegeu [Mesc61, edicio´ anglesa, p. 87-89].
167. Karl Hermann Amandus Schwarz (Hermsdorf [Sile`sia, Pru´ssia], 23 de gener de 1843
–Berlı´n [Alemanya], 30 de novembre de 1921).
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Lema 1.37 (II. Teorema de Rolle). Si, per a dos valors x1 i x2, f
(
x1
)
= f
(
x2
)
,
aleshores entre x1 i x2 hi ha un x per al qual f
′(x) s’anul·la.
Demostracio´. Hi ha un x3 entre x1 i x2 per al qual f
(
x3
) 	= f (x1), ja que,
altrament, la funcio´ fo´ra constant entre x1 i x2. Si f
(
x3
)
e´s me´s petita
(me´s gran) que f
(
x1
)
, hi haura` una fita inferior (superior) per als f (x), amb
x1 ≤ x ≤ x2. Aquesta fita ho e´s tambe´ d’una regio´ prou petita que contingui
el punt x0. Per la continuı¨tat de f (x), la fita sera` atrapada per f (x) en el
punt x0. Pero` aleshores f ′
(
x0
)
= 0, en virtut del lema I, ja que altrament
f (x) prendria valors positius i negatius a l’entorn de x0 i aixo` contradiria el
fet que f
(
x0
)
e´s un mı´nim (ma`xim). 
Lema 1.38 (III. Lema). Si, a l’interval [a, b], f ′
(
x
)
> 0, aleshores f(b) > f(a),
i f(b) i f(a) so´n els valors ma`xim i mı´nim que pren f(x) en [a, b].
Demostracio´. Pel lema II, no e´s possible que, per a cap parella x1, x2 ∈ [a, b],
que f
(
x1
)
= f
(
x2
)
. Hi ha un suprem i un ı´nfim dels valors de f (x) (per
un argument com el que hem usat al lema II). No pot ser que f
(
xo
)
sigui
ma`xim omı´nim en x0 ∈ (a, b), ja que, si f
(
xo
)
fos ma`xim omı´nim, aleshores
f ′
(
x0
)
= 0. Per tant, el ma`xim i el mı´nim s’atrapen en els punts a i b. Ara
nome´s cal veure quin dels dos e´s el me´s gran. 
Demostracio´ del teorema Schwarz-Weierstrass. Considerem les dues funcions,
amb λ > 0 petit.
g(x) = f (x)− f (a)− λ (x− a) i h(x) = f (x)− f (a)+ λ (x− a).
Per la hipo`tesi, g′(x) = −λ < 0 i h′(x) = λ > 0 i g(a) = h(a) = 0.
D’acord amb el lema III g(x) < 0 i h(x) > 0, per a tot x. Per tant,∣∣f (b)− f (a)∣∣ < λ (b− a), amb λ petit pero` arbitrari. (11)
D’on en resulta que f (b) = f (a). Ara be´, res no canvia si canviem b per
qualsevol altre valor x de (a, b). En definitiva, la funcio´ f (x) e´s constant. 
Schwarz escriu, satisfet: «La demostracio´ anterior e´s totalment correcta i
constitueix el fonament del ca`lcul diferencial i integral».
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Tres paraules sobre la fo´rmula de Taylor, un tema delicat. Aquest
resultat el posposo i en parlare´ a la seccio´ § 3.1, pa`gina 84, encara que el
seu context histo`ric sigui aquest.
2. Cauchy i Weierstrass:
les se`ries i les seves possibilitats
Una altra qu¨estio´ que va permetre aWeierstrass precisar i matisar concep-
tes foren les se`ries de funcions.
2.1. Les se`ries en el Cours d’Analyse de Cauchy
Una de les aportacions me´s notables del Cours d’Analyse e´s el tractament
de les se`ries, per la precisio´ amb la qual n’estableix i destria els conceptes,
i fins i tot per les llacunes que s’obren en la seva presentacio´ i que caldra`
anar eixugant.
Estableix la definicio´ d’una se`rie, barrejant-la amb la de successio´:
Definicio´ 2.1. Anomenem se`rie una successio´ indefinida de quantitats
u0, u1, u2, u3, . . . (12)
que deriven les unes de les altres d’acord amb una llei ben determinada. Aquestes
quantitats so´n els diferents termes de la se`rie que es considera.
Sigui
sn = u0 + u1 + u2 + u3 + · · ·+ un−1 (13)
la suma dels n primers termes, essent n un nombre natural arbitrari.168
La converge`ncia de la se`rie e´s la converge`ncia de la successio´ sn.
Definicio´ 2.2. Si, per a valors creixents de n, la suma sn s’apropa tant com
vulguem a un cert lı´mit s, diem que la se`rie «e´s convergent» i que el lı´mit s «e´s la
168. Vegeu [Cauc21, p. 114].
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suma». I si pel contrari, per a valors creixents de n, la suma sn no s’apropa tant
com vulguem a cap lı´mit fix, direm que la se`rie e´s «divergent».169
I tot seguit introdueix el criteri de Cauchy de la converge`ncia d’una se`rie
nume`rica, un dels pocs criteris que proporciona una condicio´ necessa`ria i
suficient per a la converge`ncia d’una se`rie.170 De fet, Cauchy imposa que la
successio´ sn sigui una «successio´ fonamental» —en el sentit de Cantor—,
o una «successio´ de Cauchy».
Teorema 2.3. Una se`rie u0, u1, u2, u3, . . . e´s convergent si, i nome´s si, per a
n gran, la suma de tants termes com vulguem de la successio´ un, un+1, un+2, · · ·
des del primer acabin essent constantment valors nume`rics inferiors a qualsevol
quantitat assignada.171
E´s a dir, en termes weierstrassians: per a cada ε > 0, existeix un N ∈ N
que, per a n, n+ k > N,
∣∣an + · · · + an+k∣∣ < ε.
Comentari a la demostracio´. Estableix que la condicio´ e´s necessa`ria. I en el
decurs de la demostracio´ diu: «un decreix indefinidament, pero` aixo` no
garanteix la converge`ncia de la se`rie». Cal la condicio´ de l’enunciat.
Redueix la suficie`ncia a les paraules: «Si es compleix la condicio´ ales-
hores la converge`ncia esta` garantida».172 
O`bviament s’adona que aquest criteri permet demostrar la diverge`ncia de
la «se`rie harmo`nica»:
∑∞
n=1
1
n .
173
No triga gaire a considerar el cas en que` els elements un de la se`rie so´n
funcions d’una mateixa variable x; o sigui, de la forma un(x). O`bviament,
per a cada x fix, tenim una se`rie nume`rica i val tot el que abans ha dit.
Aleshores sorgeix la qu¨estio´ que cal esmentar:
Teorema 2.4 (Teorema I de Cauchy). Quan els termes de la se`rie (12) so´n
funcions d’una mateixa variable, contı´nues respecte d’aquesta variable en un
169. Vegeu [Cauc21, p. 114].
170. Recordem —ja ho he dit a la pa`gina 15— que el criteri ja l’havia indicat Bolzano.
171. Vegeu [Cauc21, p. 115-116].
172. Aquesta condicio´ requereix haver definit amb precisio´ els nombres reals.
173. Vegeu [Cauc21, p. 117].
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entorn d’un valor particular [x0] de la variable per al qual la se`rie e´s convergent,174
aleshores la suma s de la se`rie sera` tambe´ contı´nua en aquest valor particular [x0]
de la variable.175
Demostracio´. Introduı¨m l’n-«residu» rn(x) de la se`rie convergent
{
un(x)
}
n∈N
de suma s(x); e´s a dir, per a cada x, s(x) = sn(x)+ rn(x). Tenim tres termes,
sn(x), rn(x) i s(x).
1. O`bviament, sn(x) e´s una funcio´ contı´nua en l’esmentat entorn del valor
x0. Traduı¨m-ho:
Donat ε > 0, existeix un δ > 0 que, si |α| < δ, aleshores
∣∣∣sn(x+ α)− sn(x)∣∣∣ < ε4, per a tot n ∈ N. (14)
2. Ate`s que la se`rie sn(x) e´s convergent, tenim que rn(x) = s(x)−sn(s) tendeix
a zero. Traduı¨m-ho:
Donat ε > 0, existeix un N ∈ N que, per a n > N ,
∣∣rn(x)∣∣ < ε4 . (15)
3. Diu: «[Per la continuı¨tat de les funcions un(x),] el creixement dels rn(x)
sera` insensible al mateix temps que ho e´s rn(x), quan n e´s suficientment
gran». Traduı¨m-ho:
Donat ε > 0, existeix un N ∈ N que, per a n > N ,
∣∣rn(x+ α)∣∣ < ε4, per a |α| ≤ δ. (16)
Escrivim
s(x+ α)− s(x) = sn(x+ α)+ rn(x+ α)− sn(x)− rn(x)
= sn(x+ α)− sn(x)− rn(x)+ rn(x+ α). (17)
174. Observem que es tracta de la converge`ncia puntual.
175. Vegeu [Cauc21, p. 120].
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Aleshores, en el supo`sit que les afirmacions (14), (15) i (16) siguin
correctes, la tesi e´s clara, aplicant la desigualtat triangular al valor absolut
del membre de l’esquerra de (17).
Donat ε > 0, existeix un N ∈ N que, per a n > N ,
∣∣sn(x+ α)− s(x)∣∣ < ∣∣sn(x+ α)− sn(x)∣∣+ ∣∣rn(x+ α)∣∣+ ∣∣rn(x)∣∣ < ε
per a |α| ≤ δ. 
Ara be´, la desigualtat (14) —que e´s certa per a cada n ∈ N—, tal com
l’enuncia Cauchy, e´s falsa176 perque` suposa que n e´s independent de δ.
Considerem l’exemple de la se`rie de terme general
un =
x(
1+ x2
)n , amb n ∈ N∗.
En resulta que
sn(x) = u1(x)+ · · ·+ un(x) =
1− ( 11+x2 )n
x
.
Per matenir la validesa de (14) cal que, sigui qui sigui ε > 0, existeixi
un δ > 0 que valgui per a tots els ı´ndexs n; e´s a dir,
sup
n∈N
∣∣sn(α)∣∣ =
∣∣∣∣ 1α
∣∣∣∣ < ε,
que e´s impossible.
A me´s, la desigualtat (16) diu que N := N (ε) no depe`n del punt x, i
aixo`, si la se`rie e´s solament (puntualment) convergent, en general, e´s fals.
Cauchy, tanmateix, do´na, com a exemple de la va`lua del teorema, la
funcio´ s(x) = 11−x , amb x ∈ (−1,+1), que e´s el lı´mit de les sumes parcials
sn(x) := 1+ x+ · · ·+ xn = 1−xn+11−x .177
176. Per a una discussio´, vegeu [Lutz03, p. 168-169], o be´ [Duga03, p. 99-100].
177. Vegeu [Cauc21, p. 120-121].
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Aixo` suggereix que Cauchy pensava en funcions generades per se`ries
enteres.
2.2. Tres aportacions de Weierstrass relacionades
amb les se`ries de funcions
En aquest camp —el de les se`ries de funcions— Weierstrass te´ un paper
molt important que posare´ de manifest amb tres ı´tems. Les lliga amb la
continuı¨tat, amb la derivabilitat178 i amb la creacio´ de noves funcions amb
propietats particulars.
2.2.1. Weierstrass versus Cauchy
Encara que Cauchy, l’any 1853, fa una revisio´ del teorema anterior i n’ofe-
reix una demostracio´ usant la «converge`ncia uniforme», la qual no defineix
de forma explı´cita, pero` sı´, en canvi, de forma implı´cita.
Convinguem que, si atribuı¨m a n un valor prou gran, hom pot aconseguir, per
a tots els valors x compresos entre els lı´mits donats, que el mo`dul de l’expressio´
sn′ (x) − sn(x) = un(x) + un+1(x) + · · · + un′−1(x) (sigui quin sigui el valor de
n′), i, per tant, el mo`dul de rn(x), sigui inferior a un nombre ε > 0, donat per
endavant.179
Aquesta correccio´ e´s el fruit que li motiva` una reflexio´ a partir d’una
observacio´ que li fe´u Bouquet et Briot.180
La definicio´ explı´cita de la converge`ncia uniforme d’una se`rie, la tro-
bem, pero`, ja abans, en l’obra de Weierstrass anterior, de 1841, en la qual
introdueix el terme actual gleichma¨ch Convergenz,181 i en la definicio´ usa
178. I tambe´ amb la integrabilitat, com indicare´ me´s endavant succintament.
179. Vegeu [Cauc53, p. 32-33].
180. Vegeu [Cauc53, p. 31].
181. Vegeu [Weie41, p. 68-69].
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el que avui coneixem com el «criteri de converge`ncia de Weierstrass» o
«criteri M de Weierstrass».182
Una consequ¨e`ncia immediata —implı´cita en la definicio´— e´s un cri-
teri de fitacio´ superior. En concret:
Teorema 2.5 (Criteri M de Weierstrass). Si
∣∣fn(x)∣∣ ≤ cn, per a tot x ∈
[a, b], i la se`rie nume`rica
∑∞
n=1 cn e´s convergent, aleshores la se`rie
∑∞
n=1 fn(x) e´s
uniformement convergent.183
Demostracio´. E´s un simple corol·lari del criteri de Cauchy de les se`ries
nume`riques i de la definicio´ de converge`ncia uniforme. Per la desigualtat
triangular tenim que
∣∣sn+k(x)− sn(x)∣∣ ≤ cn+k + · · ·+ cn+1 < ε. 
En les notes de Schwarz de 1861, hi trobem la definicio´ de converge`ncia
uniforme —salvant alguns detalls— tal com es do´na en els textos d’ana`lisi
actuals.
Analitzem ara la converge`ncia uniforme.
Sigui
f (x) = f1(x)+ f(x)+ f3(x) + · · · convergent per a tot x entre a i b;
e´s a dir, si la suma
fn(x)+ fn+1(x)+ fn+2 + · · ·+ fn+r(x)
a partir d’un n i per a tot r i tot x es fa me´s petit que qualsevol valor petit.184
182. L’article —que tracta funcions de variable complexa— comenc¸a aixı´:
Sigui F(x) =
∑∞
−∞ An x
n una se`rie de pote`ncies de coeficients donats. Aleshores, si
r e´s un nombre real positiu que cau dins del cercle de converge`ncia de la se`rie, el
valor absolut de F(x) te´, si hom do´na a x tots els valors per als quals |x| = r, una fita
superior anomenada g; i el teorema estableix que
∣∣Aμ∣∣ ≤ g r−μ per a cada valor enter
de μ [Weie41, p. 67].
183. Vegeu [Weie80, p. 202, nota a peu de pa`gina].
184. Vegeu [Weie61, p. 65], a [Duga73, p. 123].
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I afegeix que tambe´ podem acceptar que el residu rn(x) = s(x) − sn(x)
compleixi: per a cada ε > 0 existeix un cert N , que
∣∣rn(x)∣∣ < ε, per a tot
n > N i per a tot x.185 Ras i curt diu:
Definicio´ 2.6. Una se`rie infinita
∑∞
n=1 un(x) convergeix uniformement en
[a, b] si, i nome´s si, per a cada ε > 0, hi ha un n ∈ N (que depe`n de ε) de
manera que, per a cada x ∈ [a, b] 1) ∣∣sn,n+h(x)∣∣ < ε, o be´ 2) ∣∣rn(x)∣∣ < ε, on
sn,n+h(x) = un(x)+ · · ·+ un+h i rn(x) = un(x)+ un+1 + · · ·+ un+h + · · · .
Despre´s demostra el teorema segu¨ent:
Teorema 2.7 (Teorema de Cauchy-Weierstrass). Sigui
{
sn(x)
}
n∈N la suc-
cessio´ de les sumes parcials de la se`rie de terme general un(x): suposem que, per
a cada n, el terme un(x) e´s una funcio´ contı´nua a [a, b]. Suposem que sn(x)
convergeix uniforment cap a s(x). Aleshores s(x) e´s contı´nua en [a, b].186
Demostracio´. Hem de computar
∣∣s(x)− s(x+ h)∣∣ per a cada x, x+ h ∈ [a, b].
Per la desigualtat triangular tenim que
∣∣s(x)− s(x0)∣∣∣∣s(x+ h)− s(x)∣∣ ≤ ∣∣sn(x+ h)− sn(x)∣∣+ ∣∣rn(x+ h)∣∣+ ∣∣rn(x)∣∣, (18)
ate`s que s(x+ h) = sn(x+ h)+ rn(x+ h) i s(x) = sn(x)+ rn(x).
Els termes
∣∣rn(z)∣∣, per a z := x + h i z := x so´n, per la converge`ncia
uniforme, respectivament, < ε1 i < ε2.
El valor absolut del terme
∣∣sn(x+ h)− sn(x)∣∣ < ε3 per la continuı¨tat de
sn(x). Aixo` acaba la demostracio´.187 
Val la pena fer tres observacions.
1. Weierstrass usa la te`cnica de «trossejar» ε i acceptar, com a ε, ε1 + ε2 o
com a ε1 + ε2 + ε3. El curio´s d’aixo` e´s que Schwarz pren nota explı´cita
de l’u´s d’aquest recurs.188
185. Deixeu-m’hi insistir: «N solament depe`n ara de ε, pero` no depe`n per a res de X».
Vegeu el comentari sobre la continuı¨tat uniforme de Heine, pa`gines 53-54.
186. Vegeu [Weie61, p. 65-66].
187. Compareu-la amb la de Cauchy, pa`gina 63. Que` ha canviat?
188. Vegeu [Weie61, p. 7]. Tambe´ Dugac considera que e´s un detall que val la pena posar
en relleu [Duga03, p. 126].
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2. Si be´ hem donat la definicio´ per a funcions que so´n sumes de se`ries,
la podrı´em haver donat simplement per a successions de funcions{
fn(x)
}
n∈N, definides a [a, b].
3. Val la pena fer-se la pregunta segu¨ent: Pot ser que la successio´
{
fn(x)
}
n∈N
fn(x) convergeixi a una funcio´ contı´nua f (x) pero` la converge`ncia no sigui
uniforme? E´s a dir, la converge`ncia uniforme e´s una condicio´ suficient,
pero` «e´s necessa`ria»?
La resposta e´s: No, no e´s necessa`ria, com mostra l’exemple de Can-
tor: fn(x) = 2 n x1+n2 x2 .
189 Es constata que lı´mn→∞fn(x) = 0 per a tot x 	= 0.
Les funcions fn(x) tenen un ma`xim a x = 1n d’altura y = 1; per tant, la
converge`ncia no e´s uniforme. Pero`, fn(0) = 0 i, per tant, la funcio´ lı´mit
f (x) = 0 e´s contı´nua.
AWeierstrass el preocupava forc¸a el concepte de converge`ncia uniforme
i el discutia a`mpliament en els cursos. Aixı´, per exemple, en el curs de
1880190 —on estudia la definibilitat de funcions usant se`ries de pote`ncies—,
demostra algunes relacions entre diferents tipus de converge`ncia uniforme
en una regio´ de la recta real. A la seccio´ § 1, llegim:
Una se`rie infinita
∑∞
ν=0 fν, els membres de la qual so´n funcions d’una quan-
titat variable arbitra`ria, convergeix uniformement en una certa part B de la
regio´ de converge`ncia, si donada una quantitat positiva δ, arbitra`riament pe-
tita, es pot determinar un nombre natural m, de manera que el valor absolut
de la suma
∑∞
ν=n f e´s me´s petit que δ per a tot valor n ≥ m, i, per a tota
col·leccio´ de valors de les variables que pertanyin a la regio´ B.191
Despre´s fa una definicio´ lleugerament diferent de converge`ncia unifor-
me —a l’entorn d’un punt:
D’altra banda, suposem una magnitud positiva ρ donada per endavant per
a un cert punt concret a de la regio´, de manera que la se`rie convergeixi
uniformement per a tots els valors de x que satisfan la condicio´ |x− a| ≤ ρ,
189. En la lı´nia de la que ofereix Cantor a [Cant80, p. 267].
190. Vegeu [Weie80].
191. Vegeu [Weie80a, p. 719].
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aleshores direm que la se`rie convergeix uniformement en un entorn del
punt a.192
E´s evident que la primera definicio´ —la relativa a la regio´— implica
la segona —la relativa a un entorn de a.
El recı´proc no e´s tan evident, i Weierstrass n’ofereix la demostracio´
segu¨ent:
La quantitat ρ te´ aleshores una fita superior, diguem-ne R. Aleshores, la
col·leccio´ de valors de x per als quals |x − a| < R podem anomenar-la —en
relacio´ amb la se`rie considerada— el veı¨natge (der Na¨he Stekke) de a, i a R
la semimesura. Si suposem un punt qualsevol d’aquest veı¨natge, aleshores
e´s clar que la se`rie tambe´ convergeix uniformement en un entorn del segon
[punt]. D’aixo` se’n segueix que la col·leccio´ de punts en l’entorn del qual
convergeix la se`rie uniformement esta` representat en el pla (ebene) de la
variable x per una superfı´cie (flache) simple, pero` que pot existir en forma de
peces diverses separades les unes de les altres.193
La demostracio´ usa el teorema de Hiene-Borel de forma implı´cita i
forc¸a natural.
2.2.2. Les se`ries i el me`tode dels intervals encaixats
No voldria ometre unme`tode de demostracio´ queWeierstrass usa per esta-
blir un lema que qualifica d’important:194 «L’existe`ncia d’una fita superior
i d’una d’inferior» —el «me`tode dels intervals encaixats».
El trobem—potser una mica fora de context— en els apunts de Hett-
ner. De la pa`gina 158 a la pa`gina 206, estudia les se`ries enteres i introdueix
el concepte de radi de converge`ncia—exactament comel definimactualment,
«el suprem dels valors |x| per als quals la se`rie∑∞λ=0 aλ xλ convergeix».195
192. Vegeu [Weie80a, p. 719-720].
193. Vegeu [Weie80a, p. 720].
194. Vegeu [Weie74, p. 164].
195. Vegeu [Weie74, p. 159-160].
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Tot seguit demostra el lema suara esmentat i ho fa construint una
successio´ de punts i mostrant que te´ un punt d’acumulacio´. I e´s en aquest
fet on usa els intervals encaixats.196
Comenc¸a suposant que es tracta d’un nombre infinit de punts reals
positius i diu: «Podem limitar-nos a conjunts de nombres racionals de
l’interval».197 El conjunt admet una fita superior g1 i aleshores considera g
de manera que, qualsevol que sigui x′ < g, hi hagi elements del conjunt a
l’interval (x′, g).
Per les hipo`tesis del conjunt X —i amb l’u´s implı´cit de l’axioma
d’Arquimedes— pot determinar un enter b0 de manera que, a l’inter-
val,
[
b0, b0 + 1
)
hi hagi encara punts de X . Aquests punts satisfan, doncs,
[b0 ≤ x < b0 + 1).
Sigui a > 1 un enter. Podem trobar encara un enter b1 de manera
que a x < b1 + 1 per a tot x de X i de manera que hi hagi punts de X que
satisfacin b1 ≤ a x < b1 + 1. E´s a dir, b1a ≤ x < b1+1a . Iterant, obtenim una
successio´
b0,
b1
a
,
b2
a2
, . . . ,
br+1
ar+1
, amb
bp
ap
<
bq + 1
aq
per a qualssevol p i q.
Com que tenim que
br
ar
<
br+1 + 1
ar+1
i
br+1
ar+1
<
br + 1
ar
,
en resulta que a br + a > br+1 i br+1 + 1 > a br. Si fem br+1 = a br + cr+1,
tenim finalment que −1 < cr+1 = br+1 − a br < a. D’on en resulta que
br+1 = a br + cr+1. Ate`s que es tracta de nombres enters, resulta que cr+1 e´s
un element del conjunt {0, 1, 2, . . . , a− 1}.
De les definicions, resulta que
br+1
ar+1
= b0 +
b1
a
+
b2
a2
+ · · ·+ br
ar
.
196. Vegeu [Weie74, p. 163-168] o be´ [Duga73, p. 74-75].
197. Vegeu [Weie74, p. 163].
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I, comque a > 1, la se`rie nume`rica g = b0+
∑∞
n=0
cn+1
an+1 e´s convergent.
198
AleshoresWeierstrass demostra que g e´s la fita superior deX i que posseeix
les propietats que volı´em.199
2.2.3. Preliminars de topologia
En aquest text—per tal de treballar amb se`ries—, recorre a algunes nocions
de topologia que enumero, tot de passada.200 Recordem que, ja en el tre-
ball de 1861 —vegeu la pa`gina 53—, havia introduı¨t el concepte d’entorn.
Ara introdueix els conceptes de conjunt fitat i de conjunt no fitat, i tambe´
la nocio´ de conjunt obert (gebeit: ‘regio´’ o ‘domini’). Un conjunt O «obert»
e´s aquell conjunt que, amb cada punt a ∈ O, el seu veı¨natge V (a) esta` total-
ment inclo`sO—e´s a dir,V (a) ⊆ O, on veı¨natge de a significa un «disc obert
centrat en a»—.D’altra banda, un punt a e´s «exterior» aO, si hi ha almenys
un veı¨natge de a que no talla O. Finalment, a pertany a la frontera d’un
obert O, si qualsevol veı¨natge de a te´ punts de O i punts exteriors a O.201
Aquesta seccio´ de cara`cter topolo`gic es tanca amb el concepte de
connexitat.
2.2.4. Les se`ries de funcions i de les derivades
Weierstrass es demana202 si la se`rie de les funcions derivades proporciona
la derivada de la se`rie inicial. E´s a dir,
Teorema 2.8. Considerem dues se`ries uniformement convergents a l’interval
[a, b]
198. Vegeu [Weie74, p. 166].
199. Vegeu [Weie74, p. 167-168].
200. Vegeu [Weie74, p. 181-182].
201. Val la pena indicar que Hettner no precisa, en cap cas, si es tracta d’un veı¨natge, o
de qualsevol veı¨natge; o millor dit, en quins casos cal nome´s un veı¨natge i en quin, tots els
veı¨natges.
202. Vegeu [Weie61, p. 68-69].
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s(x) = u0(x)+ u1(x)+ · · ·+ uk(x)+ · · · (19)
t(x) = u′0(x)+ u
′
1(x)+ · · ·+ u′k(x)+ · · · (20)
Podem garantir que t(x) = s′(x) per a tot x ∈ [a, b]?
Demostracio´. Volem saber si
s′(x) = lı´m
h→0
s(x+ h)− s(x)
h
= lı´m
h→0
∞∑
k=0
uk(x+ h)− uk(x)
h
=
= t(x) =
∞∑
k=0
lı´m
h→0
u′k(x+ h)− u′k(x)
h
, per a x+ h, x ∈ [a, b] i h 	= 0.
Fem
sn(x) = u0(x)+ · · ·+ un−1(x), rn(x) = un(x)+ un+1 + . . . ;
tn(x) = s′n(x) = u
′
0(x)+ · · ·+ u′n−1(x),Rn(x) = u′n(x)+ u′n+1 + . . .
i aleshores tenim que s(x) = sn(x)+ rn(x) i t(x) = tn(x)+ Rn(x).
En consequ¨e`ncia, d’una banda,
s(x+ h)− s(x)
h
=
sn(x+ h)− sn(x)
h
+
rn(x+ h)− rn(x)
h
,
i, pel teorema dels increments finits,
sn(x+ h)− sn(x)
h
= s′n(x+ θ h), amb 0 < θ < 1.
En resulta que
s(x+ h)− s(x)
h
− rn(x+ h)− rn(x)
h
=
sn(x+ h)− sn(x)
h
= tn(x+ θ h).
D’on:
s(x+ h)− s(x)
h
− rn(x+ h)− rn(x)
h
= t(x+ θ h)− Rn(x+ θ h). (21)
Ara, prenem lı´mits a ambdo´s membres de (21) i tenint en compte que
la converge`ncia e´s uniforme, obtindrem una funcio´ contı´nua:
73
16112_Lliçó inaugural matemàtiques 2015, pàgina 73,  10/09/15
s(x+ h)− s(x)
h
= t(x).
Fem que h → 0, i en resulta que s′(x) = t(x), com volı´em.203 
2.2.5. Una funcio´ contı´nua arreu
no derivable enlloc
Figura 2. Una pa`gina de l’article
[Weie72]
Una altra qu¨estio´ queWeierstrass es plan-
teja e´s la que lliga la continuı¨tat i la deri-
vabilitat. E´s un exercici immediat veure
que, si una funcio´ esta` definida a l’entorn
d’un x0 i e´s derivable en x0, aleshores e´s
contı´nua en x0.
Tambe´ e´s fa`cil veure que una fun-
cio´ contı´nua en un cert interval no ha
d’e´sser tan regular que admeti una tan-
gent en cada un dels punts de l’inter-
val. Un exemple senzill, i cla`ssic, e´s y =
|x|, que te´ un «pic» en el punt (0, 0).204
Aleshores, de forma ana`loga a la
que planteja` Darboux (vegeu la seccio´
§ 1.3), e´s lı´cit preguntar-se:
Pot ser que una funcio´ sigui contı´nua en un cert interval i alhora no sigui
derivable en cap dels punts d’aquest interval?
E´s ben conegut que Weierstrass presenta` una funcio´ amb aquesta
propietat.205 En concret, la funcio´
203. Val la pena indicar que Weierstrass diu que la font en la qual s’inspira` fou una carta
d’Abel a Holmboe [Abel39, volum ii, p. 268].
204. Les derivades per la dreta —quan h → 0 amb valors positius— i la derivada per
l’esquerra —quan h → 0 amb valors negatius— no coincideixen.
205. Sembla que ho fe´u ja en el curs de 1861.
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f (x) =
∞∑
k=0
ak cos
(
bk π x
)
, (22)
on b e´s un enter senar i a ∈ (0, 1) una constant que satisfa` a b > 1+ 3π2 .
Hi dedica` una llic¸o´ en el curs de 1874 com podem veure a les notes de
Hettner,206 pero` ja havia escrit un treball especı´fic a aquesta qu¨estio´,207 en
el qual informa que Riemann, en les classes de la Universitat de Go¨ttingen
de 1860, havia presentat una funcio´ que te´ aquesta propietat; en concret,
la funcio´ f (x) =
∑∞ sin n2 x
n2 .
208
En canvi, Weierstrass desconeixia la proposta que havia fet Bolzano
l’any 1834.209
La proposta de Bolzano. La idea de Bolzano e´s fracta`lica. Procedeix
aixı´: considerem un segment rectilini PQ inclinat respecte de l’horitzon-
tal. Dimidiem-lo pel puntM. Tindrem dues meitats PM iMQ. Subdividim
cada una d’aquestes meitats en quatre parts iguals i siguin P1,P2, i P3 i Q1,
P
Q
M
P1 P2 P3
Q1 Q2 Q3P′3
Q′3
Figura 3. Corba de Bolzano
206. Vegeu [Weie74, p. 221-234].
207. Vegeu [Weie72].
208. Vegeu [Weie74, p. 220] i [Weie72, p. 221]. Weierstrass, pero`, desconeixia si Riemann
creia que no era derivable en cap punt, o be´ pensava que nome´s no ho era en alguns punts.
Per aclarir-ho, caldria esperar a l’any 1970, en que` JosephGerver demostra` que e´s derivable
en els mu´ltiples racionals de π. Vegeu [Gerv70] o [Duga03, p. 137].
209. El lector interessat pot veure [Hyks00, p. 72-76], i, per a una breu histo`ria del pro-
blema i de les solucions aportades, [Thim03].
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Q2, i Q3 els punts que produeixen les divisions.210 Sigui P′3 el punt reflectit
del punt P3 respecte de l’horitzontal que passa per M, i Q′3 el reflectit del
punt Q3 respecte de l’horitzontal que passa per Q. S’obte´ la poligonal
PP′3MQ′3Q. Ara, iterant, apliquem a cada una de les quatre parts d’aquesta
lı´nia trencada l’operacio´ fonamental que acabem de descriure. Obtindrem
o`bviament 42 segments rectilinis. Si procedim aixı´ de forma indefinida ob-
tindrem la corba que volı´em.211 
La proposta de Weierstrass. Constatar la validesa d’aquest exemple e´s
un pe`l delicat,212 pero` val la pena entretenir-s’hi per adonar-se de la qualitat
expressiva de Karl Weierstrass a finals del tercer quart de segle xix.213
Compararem els dos membres d’una igualtat de quocients de dife-
re`ncies i veurem que s’assoleix una contradiccio´.Observem, d’entrada, que,
pel criteri M deWeierstrass, la se`rie (22) e´s uniformement convergent ate`s
que:
∣∣an cos (bn π x)∣∣ ≤ an.
Sigui x0 ∈ R i considerem un enter αm ∈ N de manera que bm x0 −
αm ∈
(−1
2 ,
1
2
]
i definim xm+1 = bm x0 − αm. Ara fem ym = αm−1bm i zm =
αm+1
bm . Aleshores
ym − x0 < −1+ xm+1bm < 0 <
1− xm+1
bm
= zm − x0.
Per tant, ym < x0 < zm. D’aixo` se’n dedueix que
lı´m
m→∞
(
ym − x0
)
= lı´m
m→∞
− 1+ xm+1
bm
= 0,
que implica lı´m
m→∞
ym = x0. Aixo` val tambe´ per a zm, pero` ym → x0 per l’es-
querra i zm → x0 per la dreta.
210. La figura 3 e´s una reelaboracio´ de la figura que trobem a [Bolz30, ı´tem 8, de Karel
RychlÆk, p. 14-17]; vegeu tambe´ [Thim03, p. 13].
211. Si voleu aprofundir en aquesta funcio´, vegeu [Hyks00, p. 72-76] o be´ [Thim03, p. 11-
17]. Carl B. Boyer [Boye49, nota 8, p. 270] diu que fou Waisdman qui, equivocant-se,
atribuı´ la prioritat de la creacio´ d’una corba d’aquesta mena a Weierstrass.
212. Vegeu [Weie72] i, me´s actual, [Thim03, p. 20-25].
213. La figura 2, pa`gina 74, palesa que l’estil i la simbologia deWeierstrass difereixen molt
poc de l’actual. Ho tornarem a veure a la seccio´ segu¨ent.
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Considerem el quocient per l’esquerra
f
(
ym
)− f (x0)
ym − x0 =
∑∞
k=0 a
k cos
(
bk π ym
)−∑∞k=0 ak cos (bk π x0)
ym − x0
=
∞∑
k=0
ak
cos
(
bk π ym
)− cos (bk π x0)
ym − x0
=
m−1∑
k=0
(a b)k
cos
(
bk π ym
)− cos (bk π x0)
bk
(
ym − x0
) +
+
∞∑
k=0
am+k
cos
(
bm+k π ym
)− cos (bm+k π x0)
ym − x0
= Sm−1 + Rm−1,
on Sm−1 e´s la suma parcial dels m primers termes i Rm−1 e´s el residu de la
se`rie.
Analitzem-les ara separadament:
Sm−1 =
m−1∑
k=0
(ab)k
cos
(
bk π ym
)− cos (bk π x0)
bk
(
ym − x0
)
=
m−1∑
k=0
(− π) (ab)k sin
(
bkπ
(
ym + x0
)
2
)
sin
(
bkπ
(
ym−x0
)
2
)
bkπ
(
ym−x0
)
2
,
ja que cos θ1 − cos θ2 = −2 sin
(
θ1+θ2
2
)
sin
(
θ1−θ2
2
)
i
∣∣ sin x
x
∣∣ ≤ 1,∣∣∣∣∣∣∣
sin
(
bkπ
(
ym−x0
)
2
)
bkπ
(
ym−x0
)
2
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1,
resulta que∣∣Sm−1∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0
(− π) (ab)k sin
(
bkπ
(
ym + x0
)
2
)
sin
(
bkπ
(
ym−x0
)
2
)
bkπ
(
ym−x0
)
2
∣∣∣∣∣∣∣
≤
m−1∑
k=0
π (ab)k =
π
(
(ab)m − 1)
ab− 1 ≤
π(ab)m
ab− 1 .
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Existeix, doncs, un ε1 ∈ [− 1,+1] que fa que
Sm−1 = ε1
π(ab)m
ab− 1 . (23)
Considerem ara el residu Rm−1 i centrem-nos en cos
(
bm+k π ym
)
, ate`s
el fet que b e´s un enter senar i que αm ∈ Z:
cos
(
bm+k π ym
)
= cos
(
bm+k π
αm − 1
bm
)
= cos
(
bk π
(
αm − 1
))
=
(
(−1)bk)αm−1 = −(−1)αm−1.
Considerem ara la segona part trigonome`trica de Rm−1, substituint x0
pel seu valor en funcio´ de αm:
cos
(
bm+k π x0
)
= cos
(
bm+k π
αm + xm+1
bm
)
= cos
(
bk παm
)
cos
(
bkπ xm+1
)− sin (bk παm) sin (bkπ xm+1)
=
(
(−1)bk)αm cos (bkπ xm+1)− 0
= (−1)αm cos (bkπ xm+1).
De tot aixo`, en resulta que
Rm−1 =
∞∑
k=0
am+k
−(−1)αm − (−1)αm cos (bk π xm+1)
− 1+xm+1bm
= (ab)m(−1)αm
∞∑
k=0
ak
1+ cos
(
bk π xm+1
)
1+ xm+1
.
Ara be´, a ∈ (0, 1). Per tant, cada un dels termes de la se`rie anterior e´s
no negatiu i, ate`s que xm+1 ∈
(− 12 , 12], obtenim una fita inferior de la se`rie:
∞∑
k=0
ak
1+ cos
(
bk π xm+1
)
1+ xm+1
≥ 1+ cos
(
π xm+1
)
1+ xm+1
≥ 1
1+ 12
=
2
3
.
Existeix, doncs, un η1 ≥ 1 de manera que
Rm−1 = (ab)m(−1)αmη1 23 . (24)
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Si ara considerem (23) i (24), veiem que
f
(
ym
)− f (x0)
ym − x0 = (ab)
m(−1)αmη1 23 + ε1 π(ab)
m
ab−1
= (−1)αm(ab)mη1
(
2
3 +
ε1
η1
· πab−1
)
,
(25)
on el signe de ε1
η1
depe`n del de (−1)αm .
Ara considerem el quocient de la difere`ncia per la dreta
f
(
zm
)
−f
(
x0
)
zm−x0 .
El procediment e´s el mateix. Comencem expressant-ho com una suma de
la forma
f
(
zm
)− f (x0)
zm − x0 = S
′
m−1 + R
′
m−1.
De forma ana`loga a la que ens ha portat a (23), podem demostrar
l’existe`ncia d’un valor ε2 de manera que
S′m−1 = ε2
π(ab)m
ab− 1 . (26)
Ate`s que b e´s un enter senar i αm ∈ Z, si considerem els termes cosinus
de Rm−1 arribem a
cos
(
bm+k π zm
)
= cos
(
bm+k π
αm + 1
bm
)
= cos
(
bk π
(
αm + 1
))
=
(
(−1)bk)αm+1 = −(−1)αm .
Aixo` significa que
R′m−1 =
∞∑
k=0
am+k
−(−1)αm − (−1)αm cos (bk π xm+1)
1−xm+1
bm
= −(ab)m(−1)αm
∞∑
k=0
ak
1+ cos
(
bk π xm+1
)
1− xm+1 .
Ara podem trobar una fita inferior per a la se`rie
∞∑
k=0
ak
1+ cos
(
bk π xm+1
)
1− xm+1
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pel fet que
∞∑
k=0
ak
1+ cos
(
bk π xm+1
)
1− xm+1 ≥
1+ cos
(
π xm+1
)
1− xm+1 ≥
1
1− (− 12) =
2
3
.
Per tant, com abans, existeix un η2 > 1 per al qual
R′m−1 = −(−1)αm(ab)mη2
2
3
. (27)
De (26) i (27), en resulta que
f
(
zm
)− f (x0)
zm − x0 = −(−1)
αm(ab)mη2 23 + ε2
π(ab)m
ab−1
= −(−1)αm(ab)mη2
(
2
3 +
ε2
η2
· πab−1
)
,
(28)
on el signe de ε2
η2
depe`n del de −(−1)αm .
Hem suposat que ab > 1+ 32 π o, equivalentment,
π
ab−1 <
2
3 . Aleshores,
sense que importin els valors de ε1 i ε2, els membres de l’esquerra de (25)
i els de la dreta (28) tenen signes oposats i no tendeixen pas a zero, que
podria ser la derivada en el punt zero.
–2 –1 1 2
x
–2
–1
1
2
f x( )
Figura 4. La funcio´ de Weierstrass a [−2; 2] d’acord amb [Rocc08]
A me´s, com que
lı´mm→∞(ab)m = ∞,
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resulta que la funcio´ de Weierstrass no e´s derivable en el punt x0.214 El
punt x0 e´s un punt arbitrari de R. Per tant, la funcio´ de Weierstrass no e´s
derivable en cap punt de R, com volı´em establir. 
Una proposta nosta`lgica. La primera vegada que vaig veure aquest teo-
rema va ser en l’assignatura Matema´ticas Generales del Curso Selectivo
—en aquella e`poca tot es feia en castella`, malgrat que tots fossin de par-
la catalana— de l’any acade`mic 1962-1963. Ens ho explica` el professor
Dr. Josep Vaquer i Timoner, usant la corba de Knopp.215 E´s tal com el
teorema es presentava en el Curso de Matema´ticas.216
Es construeix tambe´ amb un proce´s iteratiu fracta`lic.217
Considerem la funcio´, definida per
{x} = mı´n (x− E(x), (E(x)+ 1)− x)
per a cada x ∈ R. E´s a dir, {x} e´s la dista`ncia me´s curta de x als dos punts
enters me´s propers —e´s a dir, E(x) ≤ x < E(x)+ 1.
E´s clar que {x} e´s contı´nua en R i perio`dica de perı´ode 1; e´s a dir,
{x} = {x+ 1}.
Fixem-nos que, si dos punts x, x+h ∈ [0, 1) cauen al mateix vessant de
la funcio´ {x}—e´s important aquesta limitacio´—, o`bviament {x+h}−{x} =
h.
0 1
{x + h}
x + h
{x}
x 1
2
Figura 5. Gra`fica de la funcio´ {x}
214. E´s interessant observar que la difere`ncia de signe fa que les derivades oscil·lin entre
me´s i menys infinit, fet que indica com de violenta e´s l’oscil·lacio´ de la derivada.
215. Vegeu [Knop18, p. 23-26].
216. Vegeu [Teix68, p. 336-337].
217. Les figures, les he manllevat de [Spiv64, edicio´ castellana, volum ii, p. 622-623 i
626-627].
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Per a cada n ∈ N i cada x ∈ R, definim les funcions (en base 10)
fn(x) =
1
10n
{10nx} . (29)
O`bviament, per a cada n ∈ N i cada x ∈ R, ∣∣fn(x)∣∣ ≤ 110n .
Considerem ara la funcio´ (en base 10)
f (x) =
∞∑
n=1
1
10n
{
10n x
}
. (30)
Atesa l’observacio´ precedent i aplicant el criteri M deWeierstrass, re-
sulta que la se`rie (30) e´s uniformement convergent en cada punt x ∈ R, i, de
retruc, pel teorema de Cauchy-Weierstrass, la funcio´ f (x) e´s contı´nua a R.
11 00
1
4
1
8
(a) (b)
f1(x) = 12{2x}
f2(x) = 14{4x}
Figura 6. Les funcions f1(x) i f2(x) de (29), pero` en base 2
Limitarem, doncs, l’ana`lisi de la possible derivabilitat de f (x) als punts
x ∈ [0, 1).
Els punts de [0, 1) —com hem vist al lema 1.17, pa`gina 30— so´n de
la forma: x = 0, n1 n2 n3 · · · nm · · · .218
Considerem ara, per a cada m ∈ N− {0}, els nombres
δm =
{
+1, si nm 	= 4 i nm 	= 9;
−1, altrament. (31)
I fem hm = δm10m .
219
218. Com sempre, excloem els perio`dics o be´ amb perı´ode 9 o be´ amb perı´ode 0.
219. La distincio´ en la definicio´ dels nombres δm de (31), la fem per tal que, en sumar hm
a 10m x, el punt que s’obtingui dins l’interval [0, 1) pertanyi al mateix vessant que 10n x.
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Calculem ara
f (x+ hm)− f (x)
hm
= 10m δm
∞∑
n=0
{
10n x+ 10n−m δm
}− {10n x}
10n
=
= 10m δm
m−1∑
n=0
{
10n x+ 10n−m δm
}− {10n x}
10n
(32)
+
∑
n≥m
{
10n x+ 10n−m δm
}− {10n x}
10n
. (33)
Tots els termes del residu (33) so´n zero, ja que 10n−m δm ∈ Z i, per
tant,
{
10n x+ 10n−m δm
}
=
{
10n x
}
per la periodicitat de la funcio´ {x}.
11 00
1
4
1
4
1
4
f1(x)f1(x)
f2(x)f2(x)
f1(x) + f2(x)
f3 (x) = 123 {2
3x}
f1(x) + f2(x)
f1(x) + f2(x) + f3(x)
f1(x) + f2(x) + f3(x)
f4 (x) = 124 {2
4x}
f1 (x) + f2(x) + f3(x) + f4(x)
Figura 7. Les tres primeres sumes parcials (en base 2) de la se`rie 30
Cal analitzar, doncs, cada un dels termes de (32), en que` n ≥ m. Per
l’observacio´ que hem fet, ate`s que al decimal (m−n)-e`sim de 10n x li afegim
o traiem una unitat, els dos punts 10n x+10n−m δm i 10n x so´n en un mateix
vessant. Per tant, la difere`ncia {10n x + 10n−m δm
} − {10n x} e´s igual a
10n−m. Aquesta difere`ncia l’hem de dividir per 10n i l’hem de multiplicar
per 10m δm. Obtenim ±1, segons el valor de nm en la notacio´ decimal de x.
O sigui que el signe de cada un dels sumands e´s el mateix perque` no depe`n
de n; solament de nm. La suma
f (x+ hm)− f (x)
hm
e´s, doncs, un enter de la paritat de m.
En consequ¨e`ncia, la funcio´ f (x) no e´s derivable en cap punt de l’in-
terval [0, 1) i, de retruc, en cap punt de R. 
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3. El teorema d’aproximacio´ de Weierstrass
Vull indicar que aquest resultat fou magistralment exposat pel nostre com-
pany, col·lega i amic, el Dr. Joan Cerda`,220 en la confere`ncia inaugural del
curs acade`mic 2011-2012 de la Facultat.
Ara, doncs, sense entrar en els detalls te`cnics de l’article i seguint
una mica el to d’aquest text —entre metodolo`gic, histo`ric i docent—, mi-
rare´ de situar-lo en el context en que` es va produir i de justificar-ne la «plau-
sibilitat».221
3.1. La fo´rmula de Taylor
Brook Taylor222
Sabem que, si una funcio´ e´s derivable d’ordre n+ 1,
aleshores la podem aproximar amb un polinomi de
grau n.
Lagrange, en l’intent de reduir l’infinit al finit
—«algebraı¨tzar l’ana`lisi»— recorre al teorema dels
increments finits per establir la regla de Taylor [o de
MaLaurin]223 i diu:
D’on en resulta per fi aquest teorema nou i notable
per la seva simplicitat i la seva generalitat: si desig-
nem per u una quantitat desconeguda, pero` que es troba entre 0 i x, podrem
desenvolupar successivament qualsevol funcio´ de x, i d’altres quantitats ar-
bitra`ries, segons les pote`ncies de x, de la manera segu¨ent:
f (x) = f .+ x f ′u = f .+ x f ′.+
x2
2
f ′′u = f .+ x f ′ +
x2
2
f ′′.+
x3
2 · 3 f
′′′u, etc.,
on les quantitats f ., f ′., f ′′., etc. so´n els valors de la funcio´ f x i de les seves
derivades f ′x, f ′′x, etc., quan fem x igual a 0.224
220. Vegeu [Cerd11].
221. Vegeu [Pla12, p. 12].
222. Brook Taylor (Edmonton [Middlesex, Anglaterra], 18 d’agost de 1685 –Londres [An-
glaterra], 29 de desembre de 1731).
223. Vegeu [Stru69, p. 328-333 i 338-341].
224. Vegeu [Lagr97, p. 49].
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En la demostracio´, Lagrange usa el teorema dels increments finits que
no ha establert amb tot el rigor i que caldra` precisar amb molta me´s cura.
De fet, la se`rie deTaylor no determina necessa`riament la funcio´—que
naturalment suposem infinitament derivable—,225 com palesa la funcio´
f (x) =
{
e−
1
x2 , si x 	= 0,
0, si x = 0.
(34)
E´s una funcio´ contı´nua en el punt x = 0 i infinitament derivable, pero`
amb la peculiaritat que f (0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = 0.226
Aquesta situacio´ fe´u que Abel —en una carta de 16 de gener de 1826
adrec¸ada a Bernt Michael Holmboe— s’expresse´s en els termes segu¨ents:
El teorema de Taylor, la base de tota la matema`tica superior, s’ha fonamentat
malament. Nome´s n’he trobat una demostracio´ rigorosa i e´s la que ofereix
Cauchy en el seu Resume´ des lec¸ons sur le calcul infinite´simal.227
Cauchy e´s conscient d’aquestes limitacions, com podem deduir de les
seves pro`pies paraules:
[...] Per aquesta rao´, m’ha semblat convenient refusar els desenvolupaments
de les funcions en se`ries infinites quan les se`ries que s’obtenen no so´n con-
vergents. Aixo` m’ha portat a enviar la fo´rmula de Taylor al ca`lcul inte-
gral. Aquesta fo´rmula no la podem admetre en general llevat del cas en que`
la se`rie que englobi no es trobi reduı¨da a un nombre finit de termes que es
completin amb una integral definida.228
Seguidament palesa les dificultats que els desenvolupaments deTaylor
presenten com a aproximacions a la funcio´ donada per endavant i s’adona
225. Vegeu la dualitat, «aproximable fins a l’ordre n» i «definible com a se`rie de Taylor»
a [Orte90, p. 152-153 i 357-358].
226. Vegeu [Cauc23, llic¸o´ 38, p. 152]. Lagrange pensava que una funcio´ com aquesta no
era possible: «No hem de te´mer l’existe`ncia d’una funcio´ per a la qual f (x), f ′(x), f ′′(x) . . .
s’anul·len totes alhora en una posicio´ x = a» [Lagr97, p. 37].
227. Vegeu [Abel39, p. 267].
228. Vegeu [Cauc23, prea`mbul p. v].
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de la irregularitat que representa la funcio´ (34).229 Aconsegueix, pero`, de-
terminar el «terme corrector» del polinomi de Taylor, anomenat «residu
de Taylor», i presenta formes diverses d’expressar-lo.230
I finalment do´na l’expressio´
f (x) = f
(
x0
)
+
f ′
(
x0
)
1!
h+ · · ·+ f
(n−1)(x0)
(n− 1)! h
n−1+
∫ x
x0
f (n)
(
z
)
(n− 1)!
(
x− z)n−1 dz,
on h := x− x0.231
En definitiva, doncs, si volem aproximar una funcio´ f (x), derivable fins
a l’ordre n, amb certes condicions,232 podem usar el «polinomi de Taylor»
de l’expressio´ anterior i la integral proporciona l’error que intentarem fitar.
3.2. El desenvolupament de Fourier
Joseph Fourier233
Ara, pel principi d’anar me´s enlla`, podem preguntar-
nos:
Una funcio´ contı´nua e´s aproximable d’alguna ma-
nera?
Una primera resposta la dona` Fourier i, encara
que es tracta d’una qu¨estio´ d’ı´ndole purament ma-
tema`tica, sorgı´ de l’ana`lisi d’una qu¨estio´ fı´sica.234
229. Vegeu [Cauc23, p. 394-395].
230. Vegeu [Cauc23, llic¸o´ 36, p. 214-219, i ape`ndix, p. 257-261].
La importa`ncia d’aquesta recerca a comenc¸aments del segle xix, la resumeix molt
clarament Grattan-Guinness a [Grat80, § 3.8, edicio´ castellana, p. 152-159].
231. Vegeu [Cauc23, llic¸o´ 36, p. 212].
232. Per exemple, que la funcio´ f (n)(x) sigui contı´nua en un entorn del punt x0.
233. Jean-Baptiste-Joseph Fourier (Auxerre [Franc¸a], 21 de marc¸ de 1768 –Parı´s [Franc¸a],
16 de maig de 1830).
234. Aquesta qu¨estio´ ja havia tret el nas en voler resoldre un problema fı´sic: la llei del mo-
viment de la «corda que vibra».
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Aixı´ doncs, el 21 de desembre de 1807, Joseph Fourier llegı´ a l’Aca-
de`mia de Cie`ncies de Parı´s235 la memo`ria The´orie de la propagation de la
chaleur dans les solides.236 L’objectiu de la memo`ria era «establir els principis
matema`tics de la teoria de la calor».237
Ens trobem davant d’un exemple aute`ntic del que cal entendre per
matema`tica aplicada:238
L’estudi aprofundit de la naturalesa e´s la font me´s fecunda de les descobertes
matema`tiques.239
L’any segu¨ent Denis Poisson fe´u pu´blics els resultats de Fourier i, en
particular, la fo´rmula que proporciona els coeficients:240
ai =
∫ +1
−1
ϕ(y) cos (2i+ 1)
π y
2
dy, (35)
del desenvolupament d’una funcio´ ϕ(y) que suposem, d’antuvi, que e´s des-
envolupable en se`rie trigonome`trica:
ϕ(y) = a cos
π y
2
+ a3 cos 3
π y
2
+ · · · + ai cos (2i + 1)π y2 + · · · . (36)
S’adona que els coeficients (35) es dedueixen fa`cilment de suposar
que la funcio´ admet un desenvolupament de la forma (36) atesa la pro-
pietat d’«ortogonalitat» —com s’anomena actualment— de les funcions
circulars.
Tot rau a multiplicar ambdo´s membres de (36) per cos (2i + y)π y2 ,
integrar despre´s ambdo´s membres entre −1 i +1, i observar que∫ +1
−1
cos (2i+ 1)
π y
2
cos (2′ + 1)
π y
2
dy =
{
0, si i 	= i′,
1, si i = i′.
(37)
235. Aquest text no es publica` fins a l’any 1972. Vegeu [Four72, p. 33-440].
236. Vegeu [Four07, p. 215-221]. Aquest text, el redacta` Poisson: [Four07, nota 1, p. 215].
237. Vegeu [Four07, p. 215].
238. Per a una descripcio´ succinta de com el problema fı´sic mena el problema matema`tic,
vegeu [Dieu78, p. 130-132 i 138-143].
239. Vegeu Discourse pre´liminaire, a [Four22, p. xxii-viii].
240. Vegeu [Four07, p. 218-219].
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Fixem-nos en el fet segu¨ent: per trobar els coeficients cal que la fun-
cio´ ϕ(y) sigui integrable; aleshores e´s possible determinar els coeficients ai,
i = 1, 2, . . . , i considerar la se`rie del segon membre de (36).
Aleshores, l’u´nic que cal observar e´s si la se`rie e´s convergent; i, final-
ment, si ho e´s, de convergent, demostrar que convergeix cap a la funcio´
inicial ϕ(y).241
El jurat que li concedı´ el premi fe´u el comentari segu¨ent:
Aquesta obra inclou les equacions diferencials vertaderes de la transmissio´
de la calor, tant a l’interior dels cossos com en la superfı´cie: la novetat de
l’objectiu plantejat, juntament amb la importa`ncia que te´, ha estat deter-
minant perque` la Classe l’hagi coronat, observant tanmateix que la manera
com l’autor arriba a les equacions no esta` exempta de dificultats, i la seva
ana`lisi, per integrar-les, deixa encara coses pendents tant en relacio´ amb la
generalitat com en relacio´ amb el rigor.242
I Gaston Darboux digue´:
Aquesta preciosa obra, que sense cometre injustı´cia podem col·locar al costat
de les obres cientı´fiques me´s perfectes de tots els temps, es recomana per a
una exposicio´ interessant i original dels principis fonamentals.243
I l’obra e´s d’una riquesa intel·lectual que no podem deixar de comentar,
perque` s’intueix el concepte general de funcio´:
En general, la funcio´ f (x) representa una successio´ de valors o ordenades
cada una de les quals e´s arbitra`ria. Ate`s que l’abscissa pren una infinitat
de valors, hi ha tambe´ una infinitat d’ordenades f (x) i totes tenen valors
nume`rics concrets: positius, negatius o nuls.
No suposem pas que aquestes ordenades estiguin subjectes a una llei
comuna a totes elles, sino´ que se succeeixen les unes a les altres de manera
arbitra`ria, i cada una ve donada com si fos una quantitat aı¨llada.244
241. Recordem, de passada, que Fourier torna` a presentar —aquesta vegada completa—
la memo`ria el 28 de setembre de 1811 [Four11].
242. Vegeu [Bert12, p. 374] o be´ [Bert12, p. vii-viii].
243. Vegeu [Bert12, p. 374] o be´ [Four89, p. v].
244. Vegeu [Four22, capı´tol nove`, article 417, p. 552].
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Expressa, doncs, una idea —un concepte— que s’allunya moltı´ssim
del concepte de funcio´ vigent al segle xviii.
I potser me´s important encara, li do´na un estatus de normalitat ana-
lı´tica quan diu:
Cal observar que la funcio´ a la qual s’aplica aquesta demostracio´ e´s totalment
arbitra`ria, i no esta` sotmesa a cap llei de continuı¨tat.245
Aquesta idea la recull Cauchy quan, un cop ha introduı¨t la «integral
de Cauchy»246 —per a les funcions contı´nues tal com ell les ente´n—,247 es
pregunta si una funcio´ arbitra`ria—en el sentit de Fourier— sera` integrable.
Dirichlet, «en una memo`ria antolo`gica»,248 fa la primera demostracio´
rigorosa de la converge`ncia d’una se`rie de Fourier i ho fa «amb una ana`lisi
que servira` de model a molts dels desenvolupaments del segle dinou».249
Comenc¸a analitzant la demostracio´ de Cauchy, publicada l’any 1827,250 i
veu quines so´n les deficie`ncies que presenta i alhora es pregunta en quines
condicions la se`rie de Fourier, en cas de ser convergent, defineix la funcio´
integrable f (x) usada per trobar els coeficients. Creu que la se`rie de Fourier
d’una funcio´ contı´nua —en el sentit de Cauchy— f (x) convergeix cap a la
mateixa funcio´ f (x).251
245. Vegeu [Four22, capı´tol nove`, article 417, p. 551].
246. Vegeu [Cauc23, llic¸o´ 21, p. 81 i segu¨ents].
247. Recordem que Euler, un cop ha introduı¨t la definicio´ de funcio´ —«Una funcio´ d’una
quantitat variable e´s una expressio´ analı´tica que es compon d’alguna manera de la quantitat
variable i de quantitats constants o nombres» [Eule48, §4, p. 4]—, les classifica i anomena
contı´nues les que poden ser descrites per una certa llei u´nica, un concepte que no te´ res a
veure amb el que introduira` Bolzano i consolidaran Cauchy i Weierstrass.
248. Vegeu [Duga78a, p. 250].
249. Vegeu [Dieu71, p. 3].
250. Vegeu [Cauc27].
251. Vegeu [Duga78a, p. 250-251]. En el cas que la funcio´ tingui una infinitat de discon-
tinuı¨tats, falla la nocio´ d’integral de Cauchy, com posa de manifest la funcio´
f (x) =
{
f (x) = 0 , si x ∈ Q,
f (x) = 1 , si x ∈ R−Q
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En aquesta memo`ria trobem implı´citament la definicio´ de funcio´ i
explicı´tament, en la memo`ria de 1837. So´n aquestes aportacions les que
menen a la definicio´ actual:
f e´s una funcio´, si fa correspondre a cada valor de x un valor ben determinat
de f (x).252
Pero` Paul du Bois-Reymond l’any 1875 —en contra de l’opinio´ de
Dirichlet, Weierstrass i Dedekind—253 proporciona una funcio´ contı´nua
per a la qual la se`rie de Fourier e´s convergent, pero`, en canvi, no convergeix
cap a la funcio´ f (x) en aquells punts a l’entorn dels quals hi ha una «infinitat
de ma`xims».254
Cal, doncs, esperar al teorema de Fe´jer, de l’any 1903,255 per saber
quines so´n les condicions que ha de satisfer una funcio´ contı´nua perque` la
se`rie de Fourier associada convergeixi a la pro`pia funcio´.
Teorema 3.1 (Teorema de Fe´jer). Sigui f(x) una funcio´ contı´nua a [−π,+π]
i perio`dica de perı´ode 2π, la se`rie de Fourier de la qual e´s convergent en algun
punt x. Aleshores convergeix a la funcio´ f(x).256
Tot aixo` fa plausible —volia que quede´s clar— el teorema d’aproximacio´
de Weierstrass. Aquest resultat es troba molt ben explicitat i exposat a la
confere`ncia inaugural de la Facultat de Matema`tiques de la Universitat de
Barcelona del curs acade`mic 2011-2012.257
.Aquesta mena de limitacions so´n les que intentara` resoldre Riemann amb el seu concepte
d’integral, si be´ la funcio´ proposada per Dirichlet tampoc no ho sera`, d’integrable, en el
sentit de Riemann.
252. Vegeu [Diri37, p. 135]. Val la pena indicar que aquesta definicio´ la trobem, me´s de cin-
quanta anys abans, en Weierstrass: «Si una quantitat y depe`n d’una altra x per una llei
qualsevol, y sera` precisament el que anomenem funcio´ de x», a [Duga73, p. 120].
253. Vegeu [Duga73, p. 169] i [Duga76, 1.7].
254. Vegeu [Bois73, p. 574-578].
255. Vegeu [Feje03].
256. Vegeu [Apos60, edicio´ castellana de 1976, p. 391].
257. Vegeu [Cerd11]. Un altre article molt acurat d’aquesta qu¨estio´ e´s [Pink00].
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Per aixo`, presento la demostracio´ derivada de la plausibilitat esmen-
tada suara: una funcio´ contı´nua la podem aproximar amb una se`rie trigo-
nome`trica i aleshores les funcions sinus i cosinus admeten l’aproximacio´
polino`mica que proporciona el desenvolupament de Taylor.258
Teorema 3.2 (Teorema d’aproximacio´ deWeierstrass). Sigui f(x) una fun-
cio´ real i contı´nua en un interval compacte [a, b]. Aleshores, per a cada ε > 0,
existeix un polinomi Pε(x)—que depe`n de ε— que∣∣f(x)− P(x)∣∣ < ε per a cada x de [a, b]. (38)
Demostracio´. Considerem la funcio´
g(t) =
{
f
(
a+ t b−a
π
)
, si t ∈ [0,π),
f
(
a+ (2π− t) b−a
π
)
, si t ∈ [π, 2π).
I estenem g(t) fora de [0, 2π] de manera que g sigui perio`dica de
perı´ode 2π.
Ara, per al valor de ε donat, podem aplicar el teorema de Fe´jer i ob-
tenim una funcio´
σ(t) = A0 +
N∑
k=1
(
Ak cos kt + Bk sin kt
)
(39)
que, per a cada t ∈ [0, 2π], 259 satisfa` ∣∣g(t) − σ(t)∣∣ < ε2 .
Pero` σ e´s una suma finita de funcions trigonome`triques. Genera,
doncs, un desenvolupament en se`rie de pote`ncies en un entorn de l’origen
que, en cada interval finit, convergeix uniformement. Les sumes parcials
d’aquest desenvolupament en se`rie de pote`ncies constitueix una successio´
de polinomis {Pn} que Pn → σ uniformement a [0, 2π].
Per tant, per al mateix valor ε, existeix un m ∈ N que∣∣Pm(t)− σ(t)∣∣ < ε2, per a tot t de [0, 2π]. (40)
258. E´s aixı´ com el vaig aprendre quan, amb el professor Dr. Enrique Line´s, seguı´em el
text de l’Apostol [Apos60, edicio´ castellana de 1976, p. 392-393]. Vegeu tambe´ [Reyp15,
volum iii, p. 117].
259. Cal notar que N , i, de retruc, σ, depe`n de ε.
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Tenim, doncs:∣∣Pm(t)− g(t)∣∣ < ε, per a tot t de [0, 2π]. (41)
Ara definimel polinomiP(x) permitja` de l’expressio´P(x) = Pm
(
π x−ab−a
)
.
Aleshores, la desigualtat (41) es converteix en (38), si fem t = π x−ab−a . 
Una demostracio´ alternativa del teorema d’aproximacio´ de Weierstrass e´s
la que vaig explicar al curs Ana`lisi II de l’Escola Te`cnica Superior d’Ar-
quitectura, a mitjan anys 70 del segle passat.
Teorema 3.3 (Teorema d’aproximacio´ de Weierstrass). Si f e´s una funcio´
contı´nua en [a, b], existeix una successio´ de polinomis Pn que
lı´m
n→∞
Pn(x) = f(x)
uniformement en [a, b].
Demostracio´. Sense que es perdi generalitat, fem [a, b] := [0, 1], i f (0) =
f (1) = 0.260 Suposem, a me´s, que f (x) = 0 per a tot x /∈ [0, 1]. Aleshores f
e´s uniformement contı´nua en tota la recta real.
Fem
Qn(x) = cn
(
1− x2)n (n = 1, 2, 3, . . . ), (42)
on cn l’elegim de manera que∫ +1
−1
Qn(t)dt = 1 (n = 1, 2, 3, . . . ). (43)
Quin e´s l’ordre de magnitud de cn?∫ +1
−1
(
1− t2)n dt = 2 ∫ +1
0
(
1− t2)n dt ≥ 2 ∫ 1√n
0
(
1− t2)n dt
≥
∗
2
∫ 1√
n
0
(
1− n t2) dt = 4
3
√
n >
1√
n
.
260. Si el teorema e´s cert en aquest cas, solament cal que considerem g(x) = f (x)− f (0)−
x
(
f (1) − f (0))(0 ≤ x ≤ 1). Resulta que g(0) = g(1) = 0 i, si g s’obte´ com a lı´mit d’una
successio´ uniformement de polinomis, tambe´ ho sera` f , ate`s que f − g e´s un polinomi.
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Per tant,
cn <
√
n.261 (44)
Per a tot δ > 0, la desigualtat (44) implica
Qn(x) ≤
√
n
(
1− x2)n (δ ≤ |x| ≤ 1). (45)
Aixo` fa que Qn → 0 uniformement a δ ≤ |x| ≤ 1.
Sigui ara
Pn(x) =
∫ +1
−1
f (x+ t)Qn(t) dt (0 ≤ x ≤ 1). (46)
D’acord amb les hipo`tesis, amb un simple canvi de variables, tenim
Pn(x) =
∫ +1−x
−x
f (x+ t)Qn(t) (t)dt =
∫ 1
0
f (t)Qn(t − z) dt, (47)
i la darrera integral e´s un polinomi en x. Aixı´ doncs,
{
Pn(x)
}
e´s una successio´
de polinomis.
Ara, donat ε, elegim δ > 0 de manera que |y − x| < δ impliqui∣∣f (y)− f (x)∣∣ < ε2 .
SiguiM = sup
∣∣f (x)∣∣. Usant ara (43) i (45) i el fet queQn(x) ≥ 0, veiem
que, per a 0 ≤ x ≤ 1,
∣∣Pn(x)− f (x)∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ +1
−1
(
f (x+ t)− f (x))Qn(t) dt
∣∣∣∣∣
≤
∫ +1
−1
∣∣(f (x+ t)− f (x))∣∣ Qn(t) dt
≤ 2M
∫ −δ
−1
Qn(t) dt +
ε
2
∫ +δ
−δ
Qn(t) dt
+ 2M
∫ 1
δ
Qn(t) dt
≤ 4M√n (1− δ2)n + ε
2
< ε,
261. L’∗ resulta del fet que (1 − x2)n ≥ 1 − n x2, que resulta del fet que la funcio´
h(x) :=
(
1− x2)n − (1− n x2) e´s nul·la per a x = 0 i h′(x) > 0 per a tot x ∈ (0, 1).
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per a n suficientment gran. Aixo` estableix la demostracio´ del teore-
ma.262 
Introduı¨m el concepte de clausura uniforme d’una a`lgebra A de funcions
com aquella propietat que diu: Si fn ∈ A, n = 1, 2, 3 . . . , i fn →
unif.
f , aleshores
f ∈ A.
Aixı´ doncs, el teorema d’aproximacio´ de Weierstrass diu: «L’a`lgebra
de les funcions contı´nues en [a, b] e´s la clausura uniforme de l’a`lgebra dels
polinomis». Fixem-nos que es tracta d’una mena de «densitat».
Aixo` permet plantejar el teorema de Stone-Weierstrass:263
Definicio´ 3.4. Una a`lgebra A de funcions definides en E separa punts de E si,
i nome´s si, hi ha sempre una funcio´ f ∈ A que distingeix punts x1, x2 diferents de
E; e´s a dir, per a cada parella de punts x1, x2 ∈ E, amb x1 	= x2, hi ha una funcio´
f ∈ A per a la qual f(x1) 	= f(x2).
Si a cada punt x ∈ E li correspon una funcio´ f ∈ A de manera que f(x) 	= 0,
diem que l’a`lgebra A no desapareix en cap punt de E.
Teorema 3.5. (Teorema d’aproximacio´ de Stone-Weierstrass). SiA e´s una
a`lgebra de funcions reals contı´nues en un compacte K que separa punts en K i
no desapareix en cap punt de K, la clausura uniforme B de A consta de totes les
funcions contı´nues reals en K.264
Dos resultats d’ana`lisi complexa
4. Teorema de Casorati-Weierstrass
Ara, un cop hem vist un teorema en el qual apareix la «densitat», ens
endinsarem en la variable complexa per veure’n un altre, ben diferent,
pero` que tambe´ fa refere`ncia a la densitat.265
262. Fixem-nos que cal la continuı¨tat uniforme de f per poder establir la converge`ncia
uniforme de la successio´
{
Pm
}
.
263. El trobem a [Ston37] i, molt me´s elaborat, a [Ston48].
264. Vegeu [Rudi53, edicio´ castellana, p. 161-165].
265. Per a una aproximacio´ a les aportacions de Weierstrass a la variable complexa, vegeu
[Port97].
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Com diu Kramer:
Ana` a la Universitat de Bonn, on el pare tenia l’esperanc¸a que estudiaria
comptabilitat, comerc¸ i dret. Weierstrass, pero`, s’entretenia practicant l’es-
grima i gaudint del gemu¨tlichkeit dels salons de cervesa. Podem imaginar-nos
la reaccio´ paterna, quan, l’any 1839, torna` a casa sense el diploma. Fou ales-
hores queWeierstrass prengue´ la decisio´ de preparar-se per a l’ensenyament
i entra` a l’Acade`mia de Mu¨nster, que es trobava a la vora de casa. Fou un
pas afortunat perque` hi conegue´ un professor de matema`tica ha`bil i inspirat,
Cristoph Gudermann, que sapigue´ despertar en el jove l’intere`s en les «fun-
cions el·lı´ptiques», recentment creades perAbel i Jacobi.Guderman confia` en
el seu pupil i li digue´ que, durant anys, havia mirat d’usar se`ries de pote`ncies
per a representar-les. I, en aquesta tasca en la qual havia fracassat el mestre,
excel·lı´ el deixeble, i resulta`, a me´s, que aquestes se`ries esdevingueren la clau
de volta de totes les descobertes que aconseguı´ despre´s.266
Recordem, de passada, els conceptes de funcio´ holomo`rfica, analı´tica,
meromorfa, de punt de discontinuı¨tat essencial, etc.
Definicio´ 4.1. Una funcio´ f : D ⊆ C→ C l’anomenarem una funcio´ complexa
de domini D que, per simplicitat, suposarem obert i connex de C.
La funcio´ f e´s holomorfa —del grec «enter» (ὅλος) i «forma» (μορφή)— en
D si, i nome´s si, e´s derivable [en els complexos; e´s a dir, si, i nome´s si, els components
real i imaginari satisfan les equacions deCauchy-Riemann] en cada punt z deD.267
Una funcio´ complexa f e´s analı´tica si, i nome´s si, pot ser expressada local-
ment [a l’interior de tot disc obert del domini] com una se`rie de pote`ncies enteres
convergent.268
Sigui p ∈ N− {0}. Un punt z0 ∈ D e´s un:
• zero d’ordre p d’una funcio´ holomorfa f(z) en el domini D, si existeix una
funcio´ holomorfa g(z) en D de manera que
266. Vegeu [Kram70, p. 548].
267. Recordem que si una funcio´ complexa f e´s derivable en un punt z d’un domini e´s
infinitament derivable en D. Aquesta no e´s l’u´nica gran difere`ncia entre les funcions reals
i complexes. Una altra situacio´ particular la proporciona el famo´s teorema de Liouville
(vegeu la pa`gina 99).
268. Les funcions analı´tiques coincideixen amb les holomorfes.
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g
(
z0
) 	= 0 i f(z) = (z− z0)p g(z);
• pol d’ordre p d’una funcio´ holomorfa f(z) en un dominiD−{z0}, si existeix
una funcio´ holomorfa g(z) en D de manera que
g
(
z0
) 	= 0 i f(z) = g(z)(z−z0)p .269
Direm que z0 e´s un punt singular aı¨llat de la funcio´ f si, i nome´s si, existeix
un cercle O(z0, r) := {z : ∣∣z − z0∣∣ < r}, de centre z0 i radi r > 0, de manera
que f e´s holomorfa en el cercle foradat Oz0
(
z0, r
)
:=
{
z : 0 <
∣∣z− z0∣∣ < r}.270
I z0 e´s un punt singular essencial si, i nome´s si, e´s un punt singular aı¨llat
que no e´s un pol.
Una funcio´ complexa f e´s meromorfa —del grec «part» (μέρος) i «forma»
(μορφή)— en D si, i nome´s si, e´s holomorfa en D llevat en un nombre finit de
pols.
Exemples
1. La funcio´ f (z) = sin zz , z 	= 0, te´, en el punt z = 0, un punt singular
evitable. En efecte,
sin z = z+ z3 g(z), on g(z) e´s analı´tica per a tot z.
Per tant, per a z 	= 0, f (z) = sin zz = 1+ z2 g(z).
La funcio´ del segon membre e´s analı´tica per a tot z ∈ C. Si fem
f (0) = 1 i f (z) = sin zz , z 	= 0, la funcio´ e´s analı´tica en z = 0 i hem eli-
minat la singularitat.
269. Fixem-nos que tot pol e´s una singularitat —la funcio´ no e´s holomorfa en z0—. Els
pols, si f ≡ 0, so´n aı¨llats. Un pol d’ordre p d’una funcio´ holomorfa e´s una singularitat que
es comporta com la singularitat z = 0 de la funcio´ 1zp .
270. Considerem α := lı´m
z→z0
f (z) i β := lı´m
z→z0
1
f (z) . E´s fa`cil veure que
a) Si α i β existeixen ( =∞), aleshores z0 e´s una singularitat evitable.
b) Si α existeix ( =∞) i β :=∞, aleshores z0 e´s un zero de f (z) i un pol 1f (z) .
c) Si α :=∞ i β existeix ( =∞), aleshores z0 e´s un pol de f (z) i un zero 1f (z) .
d) Si α := ∞ i β :=∞, aleshores z0 e´s una singularitat essencial de f (z) i de 1f (z) .
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2. Considerem la funcio´ f (z) = e 1z . Te´ una singularitat essencial en z0 = 0
perque` f −1(z) = e− 1z no e´s holomorfa. Per tant, no e´s meromorfa en el
pla complex C sencer.
Aquesta funcio´ te´ la propietat curiosa segu¨ent.
No admet el desenvolupament en se`rie entera a l’entorn de z0 = 0,
pero` admet un desenvolupament de la forma
e
1
z = 1+
1
z
+
1
2! z2
+
1
3! z3
+ · · ·+ 1
n! zn
+ · · · ,
que s’anomena «se`rie de Laurent» de e 1z .
Fem el canvi de variable z = ρ eiθ . Aleshores f (z) = e
1
ρ e
−iθ
=
e
1
ρ cos θ e−
1
ρ i sin θ . Per tant,
∣∣f (z)∣∣ = ∣∣∣e 1ρ cos θ ∣∣∣ · ∣∣∣e−i 1ρ sin θ ∣∣∣ = e 1ρ cos θ .
En resulta que, per als valors θ que fan que cos θ > 0, f (z) →
ρ→0
∞
i, en canvi, per als valors θ que fan que cos θ < 0, f (z) →
ρ→0
0.
Que` passa en un cercle de radi 1
ρ
tangent a l’eix imaginari; e´s a dir,
si fem ρ = 1r cos θ?
Doncs, hem de calcular:
f (z) = er
(
cos
(
tan (r θ )
)− i sin ( tan (r θ ))) i ∣∣f (z) = er∣∣.
Per tant,
∣∣f (z)∣∣ pren tots els valors 	= 0, quan
r varia en C. A mesura que z → 0, per r fix,
θ → π2 . Per tant,
(
tan (r θ ) − i tan (r θ )) pren
tots els valors del cercle unitari una infinitat de
vegades.
Felice Casorati271
Per tant, f (z) pren tots els valors complexos,
excepte el 0, una infinitat de vegades.
3. Que` passa amb la funcio´ g(z) = e−
1
z3 ? Te´ un pol
en z = 0?
Disposemdel que cal per enunciar el teorema
de Casorati-Weierstrass.272
271. Felice Casorati (Pavia [Ita`lia], 17 de desembre de 1835 –Casteggio [Ita`lia], 11 de
setembre de 1890).
272. Per a una presentacio´ histo`rica, vegeu [Neue78]; per a una demostracio´ me´s actual,
vegeu, per exemple, [Levi70, edicio´ castellana, p. 155-157].
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Vegem l’enunciat del teorema tal com el formula Casorati:
§ 88. Teorema. En un punt de discontinuı¨tat, una funcio´ admet com a valors tots
els nombres; en el supo`sit, e´s clar, que la discontinuı¨tat no sigui d’aquelles que es
poden evitar efectuant un canvi en el valor de la funcio´ u´nicament en el punt de
discontinuı¨tat.273
Weierstrass presenta el teorema sobre el comportament d’una funcio´
analı´tica en un veı¨natge d’una singularitat inicial en un ape`ndix de l’article
de 1876, vuit anys me´s tard del de Casorati. Diu:
D’acord amb aixo`, la funcio´ f (x) varia tan discontı´nuament en un entorn
petit del punt c que pren valors tan propers com vulguem a qualsevol valor
preescrit. Per tant, no li podem donar un valor determinat en x = c.274
En termes actuals, el teorema diu, ras i curt:
Si z0 e´s una singularitat essencial d’una funcio´ f (z), no constant, analı´tica en
C− {z0}, aleshores, per a cada δ > 0, f
〈
Oz0
(
z0,δ
)〉
e´s dens en C.
Per tant, com diu Weierstrass, no e´s possible atribuir a f
(
z0
)
un valor
que faci que la funcio´ sigui analı´tica a tot C.
La demostracio´ de Weierstrass difereix de les dues demostracions
precedents —la de Casorati275 i la de Shokhotskii—276 perque` recorre al
teorema de Liouville:277
Ate`s que s’ha parlat de les funcions el·lı´ptiques, vull aprofitar l’avinentesa per
donar l’enunciat d’un principi general que, en la meva opinio´, imprimeix a
l’estudi d’aquesta mena de funcions un cara`cter d’unitat i simplicitat molt
particulars. Sigui z una variable arbitra`ria, real o imagina`ria, i ψ(z) una
273. Vegeu [Caso68, p. 434-435].
274. Vegeu [Weie76, p. 124]. Vegeu, aixı´ mateix, [Remm89, edicio´ anglesa, p. 308-309].
275. Vegeu [Neue78, p. 151-152].
276. Vegeu [Neue78, p. 154-155].
277. Vegeu [Liou44].
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funcio´ de z ben determinada —em refereixo a una funcio´ que, per a cada
valor x + y
√−1 de z, pren un valor u´nic, el mateix en tots els casos, en
que` x i y prenen tambe´ els mateixos valors—. Si una funcio´ com aquesta e´s
doblement perio`dica, i si a me´s admetem que mai no esdeve´ infinita, podem
afirmar per aixo` sol que es redueix a una constant.
Aquest principi —que condueix per si sol a nombroses consequ¨e`ncies
u´tils en altres parts de l’ana`lisi—m’ha proporcionat sense dificultat la validesa
dels teoremes coneguts, ja siguin relatius a la multiplicitat, a la transformacio´
de les funcions el·lı´ptiques o als des- envolupaments en se`rie. N’he trobat
tambe´ una demostracio´...278
S’ente´n —aixı´ ho van entendre els qui l’escoltaven i aixı´ ho entenen
els historiadors de la matema`tica— el teorema segu¨ent:
Teorema 4.2 (Teorema de Liouville). Si f e´s una funcio´ definida, holomorfa
i fitada, en C, aleshores f e´s constant.279
Vegem ara la demostracio´ del teorema de Casorati-Weierstrass, segons
Weierstrass.
Demostracio´. D’acord amb § 3,280 f (z) = G1(z)G2(z) , on G1(z),G2(z) so´n funcions
enteres sense zeros en comu´. La hipo`tesi «f (z) te´ una singularitat essencial
en ∞» fa que, almenys, una de les dues sigui transcendent.
a) SiG2(z) e´s transcendent, aleshores, segons ha establertWeierstrass a § 3,
G2(z) te´ una infinitat de zeros i, ate`s que cap no e´s un zero de G1(z) i no hi
ha punts d’acumulacio´, tenim el resultat desitjat.
b) Si G2(z) e´s racional, aleshores G1(z) e´s transcendent. Podem, doncs, es-
criure f (z) = G3(z)G2(z) + G4(z), onG3(z) e´s un polinomi, gr
(
G3(z)
)
< gr
(
G2(z)
)
i G4(z) e´s transcendent i entera. I, ate`s que el quocient G3(z)G2(z) es fa tan petit
278. Vegeu [Liou44, p. 1262-1263].
279. Weierstrass l’enuncia aixı´: «Si f e´s una funcio´ holomorfa en tot C —e´s a dir, una
“funcio´ entera”—, no constant, pren valors arbitra`riament grans a l’exterior de cada cercle».
280. Vegeu [Weie76, p. 102-103].
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com vulguem, quan z es fa gran, el teorema queda establert aplicant el
teorema de Liouville a G4(z).281 
Actualment, la demostracio´ me´s corrent es basa en la «prolongacio´ d’una
funcio´ meromorfa» d’un disc foradat al disc sencer. E´s la segu¨ent:
Demostracio´. Raonem per l’absurd. Existeix un disc de centre u0 i radi r > 0
a l’«exterior de la imatge» per f del disc foradat 0 < |z| < ε. Tindrem que∣∣f (z) − u0∣∣ ≥ r per a 0 < |z| < ε. La funcio´ g(z) = 1f (z)−u0 sera` holomorfa
i fitada en el disc foradat. El valor absolut del seu desenvolupament en
se`rie de Laurent g(z) =
∑
−∞<n<+∞ an z
n sera` fitat per un cert nombre
M > 0 per a r prou petit pero` arbitrari. En resulta que
∣∣an∣∣ ≤ Mrn per
petit que sigui r, i per a tot n < 0, que, quan n < 0, implica an = 0. El
desenvolupament de Laurent de g(z) es redueix a una se`rie de Taylor que
estableix la perllongacio´ de g(z).
Per tant, la funcio´ 1g(z) sera` meromorfa en el disc |z| < ε, i per tant
f (z) = u0 + 1g(z) tambe´, i aixo` contradiu el fet que f te´ un punt singular
essencial en el zero. 
Existeix una generalitzacio´ del teorema de Casorati-Weierstrass deguda a
E´mile Picard.
Teorema 4.3. Si 0 e´s un punt singular essencial aı¨llat de la funcio´ f(z), aleshores
la imatge per f de la corona 0 <
∣∣z∣∣ < ε e´s el pla C sencer o el pla C− {0}.282
Exemple. Considerem l’exemple d’abans e 1z =
∑
n≥0
1
n!
1
zno be´ cos
1
z .
5. La funcio´ ℘ de Weierstrass
Atesa la importa`ncia que la variable complexa te´ en la matema`tica weiers-
trassiana, m’ha semblat be´ cloure aquesta monografia amb una informacio´
succinta de la «funcio´ ℘» de Weierstrass.
281. Vegeu [Weie76, p. 122-124].
282. Vegeu [Pica79, p. 745-747].
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Comencem considerant un cas senzill i molt familiar.
La circumfere`ncia de radi 1, x2 + y2 = 1, la podem parametritzar
mitjanc¸ant les funcions trigonome`triques:
x = sin u, y = cos u
(
:= ( sin u)′
)
.
La funcio´ inversa u = arcsin x = sin−1 x, la podem definir introduint
una integral:
u = arcsin x =
∫ x
0
dt√
1− t2 .
Per tal de generalitzar aquesta situacio´ particular, fem x = f (u) i
u = f −1(x). En resulta que
f ′(u) =
dx
du
=
(du
dx
)−1
,
on
du
dx
=
d
dx
∫ x
0
1√
1− t2 =
1√
1− x2 =
1
y
.
E´s a dir, y = f ′(u).
Aixo` pot servir per a parametritzar qualsevol relacio´ de la forma
y = p(x), on p(x) e´s un polinomi —per tant, aquesta generalitzacio´ en-
globa les corbes cu´biques y2 = αX 3+β X 2+γX +δ—. Per analogia, fem
u = g−1(x) =
∫ x
0
dt√
p(t)
.
Tindrem x = g(u), i, diferenciant u, y = g′(u).
Cada integral de la forma
∫
R
(
t,
√
p(t)
)
dt, onR e´s una funcio´ racional
i p un polinomi de grau 3 o 4 sense factors mu´ltiples, s’anomena «integral
el·lı´ptica».283
Les funcions que s’obtenen invertint les integrals so´n les «funcions
el·lı´ptiques» i les corbes que necessiten funcions el·lı´ptiques en llur para-
metritzacio´ so´n les «corbes el·lı´ptiques».
283. La rao´ del nom e´s que apareix en la rectificacio´ de l’el·lipse i de la hipe`rbola, en la
determinacio´ del perı´ode d’un pe`ndol simple i en la deflexio´ d’una barra fina ela`stica. Vegeu
[Melz73, p. 253-269].
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Les funcions el·lı´ptiques no so´n «elementals» —e´s a dir, no so´n in-
tegrables per primitives en el sentit de Leibniz—, quelcom que ja havia
conjecturat Jakob Bernoulli el 1694,284 i confirmat Liouville l’any 1833.285
SabemqueKarlWeierstrass reduı´ les tresmenes d’integrals el·lı´ptiques
a les formes286∫
dx√
4 x3 − g2 x− g3
,
∫
x dx√
4 x3 − g2 x− g3
,
∫
dx
(x− a)√4 x3 − g2 x− g3
i, a partir d’elles, invertint la primera integral, obtingue´ la funcio´ el·lı´ptica
fonamental.
En concret,
si u =
∫
dx√
4 x3 − g2 x− g3
, aleshores x = ℘(u) = ℘
(
u
∣∣g2, g3).
Apareix, al si de la variable complexa, la funcio´ ℘ de Weierstrass287
que parametritza la funcio´ u2 = 4 z3 − g2 z− g3.
Teorema 5.1. La funcio´ ℘(z) parametritza la cu´bica u2 = 4 z3 − g2 z− g3.
Demostracio´. Considerem un reticulat del pla complex
R = {ω : w = mω1 + nω2, amb m, n ∈ Z}
de baseω1 iω2 —e´s a dir,R-independents o, dit altrament, amb ω1ω2 /∈ R—.
Considerem ara la se`rie
℘(z) =
1
z2
+
∑
ω∈R−{0}
(
1(
z−ω)2 −
1
ω2
)
.288
284. Vegeu [Bern94, p. 272].
285. Una descripcio´ de l’evolucio´ de les integrals el·lı´ptiques, la podeu trobar al meu article
de 2003, «Una histo`ria breu de la matema`tica», [Pla03, § 3, p. 63-71].
286. Vegeu [Klin72, edicio´ castellana, volum ii, p. 341].
287. Vegeu [Weie82a].
288. Seguire´ l’elegant presentacio´ de Cartan [Cart6, p. 156-160], que e´s la que vaig estudiar
el curs 1965-1966 quan feia tercer de la llicenciatura de matema`tiques.
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El segon sumand de la part de la dreta esta` fitat per la se`rie
∑
ω∈R,ω =0
1∣∣ω∣∣3 .289
Per tant, convergeix normalment en tot compacte de C a una funcio´
℘(z) que e´s clarament meromorfa: els pols so´n —e´s evident— els punts del
reticle R. La podem escriure
℘(z) =
1
(z−ω)2 + g(z), amb g(z) holomorfa.
La funcio´ ℘ e´s una funcio´ parella. La seva derivada —normalment
convergent— e´s ℘′(z) = −2∑ω∈R 1(z−ω)2 , perio`dica per a tot punt del
reticleR; e´s a dir, ℘′(z) = ℘′(z+ω) i e´s senar: ℘′(− z) = −℘′(z). De fet, ℘
e´s doblement perio`dica, respecte de cada element de la base: ℘
(
z+ω1
)
=
℘(z),℘
(
z+ω2
)
= ℘(z).
A l’origen, ℘(z) te´ un desenvolupament de Laurent de la forma
℘(z) =
1
z2
+ a2 z2 + a4 z4 + · · · , (48)
on, per mitja` de ca`lculs simples, es determinen els coeficients
a2 = 3
∑
ω =0
1
ω4
i a4 = 5
∑
ω =0
1
ω6
Substituı¨m i obtenim(
℘′(z)
)2
=
4
z6
− 8 a2
z2
− 16 a4 + · · · . (49)
Calculem, de forma ana`loga,
(
℘(z)
)3 i tindrem que
(
℘′(z)
)2 − 4 (℘(z))3 = −20 a2
z2
− 28 a4 + z3( · · · ). (50)
La funcio´ ℘′2 − 4℘3 + 20 a2 ℘+ 28 a4 e´s holomorfa en un entorn de
l’origen i s’hi anul·la. E´s holomorfa en un entorn de l’origen i fitada en tot
compacte i, per la periodicitat, en tot C. Pel teorema de Liouville e´s nul·la.
289. N’hi ha prou a fitar en paral·lelograms (2 k, 2 k) centrats en z = 0.
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De tot aixo`, en resulta que(
℘′(z)
)2 − 4 (℘(z))3 + 20 a2 ℘− 28 a4 = 0. (51)
Si ara la comparem amb la corba alge`brica
y2 = 4 x3 − 20 a2 x− 28 a4, (52)
tenim que z = ℘(z), y = ℘′(z) en donen una representacio´ parame`trica de
la mateixa manera que x = sin θ i y = x′ = cos θ la donaven de y2 = 1−x2.

Amb totes aquestes aportacions, queda ben palesa l’aportacio´ que Weiers-
trass fe´u —i que, naturalment, e´s incompleta— en l’ana`lisi del tercer terc¸
del segle xix, tant en l’a`mbit real com en el complex.
6. Especificacio´ dels resultats indicats
Aquesta monografia e´s el fruit de l’elaboracio´ de la xerrada inaugural del
curs acade`mic 2015-2016 de la Facultat de Matema`tiques de la UB, que,
durant me´s de cinquanta anys, ha estat casa meva, primer com a estudiant,
despre´s com a professor interı´, seguidament com a titular i, finalment, com
a eme`rit. L’he llegida a la fi de la vida professional i, molt probablement,
sera` la darrera llic¸o´ que hi fare´.
Per aixo`, he prete`s que sigui una llic¸o´ en un sentit ampli, adrec¸ada als
estudiants dels primers cursos del grau: hi exposo on i com van ne´ixer els
conceptes d’ana`lisi matema`tica que aniran descobrint al comenc¸ament de
la vida acade`mica.
Per aquestes raons, no em sembla forassenyat recollir, coma sı´ntesi, els
indrets on els meus companys d’estudi i jo mateix —ja fa mig segle—
els vam estudiar290 i, alhora, indicar els textos on els estudien els alumnes
290. Permeteu-me un record nosta`lgic als professors que ens van apropar a l’ana`lisi —Ra-
fael Aguilo´ (1923-1995), Joan Auge´ (1919-1993), Enrique Line´s (1914-1988) i Josep Va-
quer (1928-)—, i a alguns companys d’aquella e`poca que, per una rao´ o una altra, amb
me´s o menys intensitat, han estat rellevants en la meva vida personal i acade`mica: Nadal
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actuals de la Facultat, un exercici que —en aquesta confere`ncia histo`rica i
metodolo`gica— lliga el passat i el present, el mestratge humil del qui se’n
va amb l’aprenentatge serio´s i rigoro´s dels qui comencen l’aventura: «Res
no s’acaba i tot comenc¸a. Ve´nen meca`nics de remenc¸a amb olis nous de
llibertat» —diu el poeta.291
Definicio´ de:
—continuı¨tat
—puntual [Teix68, p. 223] i [Orte90, p. 97].
—uniforme [Teix68, p. 228] i [Orte90, p. 107].
—converge`ncia uniforme de les se`ries [Teix68, p. 317] i [Orte90, p. 343].
—derivada [Teix68, p. 245-247] i [Orte90, p. 130-131].
—lı´mit de successions i de funcions [Teix68, p. 207 i 225] i [Orte90, p. 34
i 89].
—se`rie nume`rica i de funcions [Teix68, p. 299 i 333-335] i [Orte90,
p. 311-312 i 345].
Construccio´ dels nombres reals [Teix68, p. 61-75] i [Orte90, p. 50-57].
Criteri:
—de converge`ncia de Cauchy-Cantor [Teix68, p. 301 i 334] i [Or-
te90, p. 55, 312 i 346].
—de Weierstrass [Teix68, p. 335] i [Orte90, p. 346].
Preliminars de topologia [Teix68, p. 210-217] i [Orte90, p. 121-124].
Propietats:
—de la converge`ncia de les se`ries de funcions [Teix68, p. 335] i
[Orte90, p. 353-357].
—del criteri de Darboux [Reyp15, p. 387-388, nota, i p. 493].
—de les funcions derivables [Teix68, p. 247-254] i [Orte90, p. 133-
145].
.Batle († 1997), Pilar Bayer, Manuel Castellet, Joan Cerda`, Julia` Cufı´, Josep Grane´, Merce`
Potau i Carles Simo´.
291. Vegeu [Foix64, p. 215].
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Funcio´:
—contı´nua no derivable [Teix68, p. 336-337] i [Orte90, p. 352].
—derivable sense desenvolupament de Taylor [Orte90, p. 147 i 362].
—℘ de Weierstrass [Cart61, p. 155-160] i [Conw73, segona edicio´,
p. 201].
—representable en se`rie de
—Fourier [Apos60, edicio´ castellana, p. 380-392] i [Conw73,
segona edicio´, p. 198-204].
—Taylor [Teix68, p. 259 i 318-320], [Apos60, edicio´ castellana,
p. 292-294] i [Orte90, p. 150-153 i 362].
Teorema:
—d’aproximacio´ de
—Taylor. Vegeu l’ı´tem «representable en se`rie de Taylor».
—Weierstrass [Apos60, edicio´ castellana, p. 392-393] i [Orte90,
p. 382-386].
—de Bolzano [Teix68, p. 229] i [Orte90, p. 103].
—de Bolzano-Weierstrass [Teix68, p. 217-218] i [Orte90, p. 76].
—de Casorati-Weierstrass [Cart61, p. 88-90] i [Conw73, segona
edicio´, p. 110-111].
—de Heine [Teix68, p. 228] i [Orte90, p. 108].
—de Heine-Borel-Lebesgue [Teix68, p. 219] i [Orte90, p. 121-124].
—de Weierstrass [Teix68, p. 230]i [Orte90, p. 105].
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